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Просторові сингулярно збурені задачі 
типу “фільтрація-дифузія” у двошарових середовищах 
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On the basis of the constructed 3d analogue of a flat indignant problem on conformal 
mapping of a curvilinear quadrangle onto a rectangular the algorithm of asymptotic 
approximation of the solution of 3d singular indignant boundary "convection-
diffusion" problem in the two-layer environment it is the curvilinear parallelepiped, 
bounded by the two equipotential surfaces and four surfaces of current is received. 

1. Вступ  

На основі [1-4] в [5-9] розроблено підхід до розв’язання двомірних задач для 
рівнянь конвективної дифузії при фільтрації підземних вод, що ґрунтується на 
переході від криволінійної фізичної області фільтрації, обмеженої лініями течії і 
еквіпотенціальними лініями, до відповідної області комплексного потенціалу. 
Поєднуючи цей підхід із числово-асимптотичними методами отримані розв’язки 
найбільш типо-вих плоских задач „фільтрація–конвекція–дифузія–масообмін” 
для багатозв’язних областей [7-8], нелінійних задач із запізненням [9], задач 
гетеродифузії [10-11], а також на основі [12], де побудовано просторовий аналог 
плоскої крайової задачі на конформне відображення криволінійного 
чотирикутника на прямокутник, одержано асимптотичні розвинення розв’язків 
прострових сингулярно збурених крайових задач типу “конвекція-дифузія” [12-
14]. У цій роботі йдеться про асимптотичне наближення розв’язку сингулярно 
збуреної крайової задачі типу “конвекція-дифузія” у криволінійному 
паралелепіпеді (пористому пласті), який ділиться деякою еквіпотенціальною 
поверхнею на дві підобласті з різними значеннями коефіцієнта дифузії. 

 
2. Постановка задачі 

Для області (0, )G G= × ∞
z

, де G ABCDA B C D∗ ∗ ∗ ∗=
z

 ( ( , , )x y z=z ) – 

криволінійний паралелепіпед, обмежений гладкими, ортогональними між собою 
в кутових точках та вздовж ребер, двома еквіпотенціальними поверхнями 

1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z∗ ∗ = =z , 2{ : ( , , ) 0}CDD C f x y z∗ ∗ = =z  та чотирма поверхнями 

течії 3{ : ( , , ) 0}ADD A f x y z∗ ∗ = =z , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z∗ ∗ = =z , { :ABCD = z  

5 ( , , ) 0}f x y z = , { :A B C D∗ ∗ ∗ ∗ = z 6 ( , , ) 0}f x y z = , що ділиться еквіпотенціальною 

поверхнею EFF E∗ ∗  на дві підобласті G ABFEA B F E∗ ∗ ∗ ∗=
-

 G EFCDE F C D∗ ∗ ∗ ∗=
+

 

(рис. 1а), розглянемо модельну задачу: 
 v grad= ϕ

r
, 0div v =

r
, (1) 

 , , 0ABB A CDD C ADD A A B C D BCC B ABCD
n∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∪ ∪ ∪

∂ϕ
ϕ = ϕ ϕ = ϕ =

∂
; (2) 
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 ( ) ,xx yy zz x x y y z z tD C C C v C v C v C C+ + − − − =  (3) 

 ( ) ( ), , , ,ABB AC x y z t c M t
∗ ∗ ∗= , ( ) ( ), , , ,CDD CC x y z t c M t∗

∗ ∗
= , 

 ( ) ( ), , , ,ADD AC x y z t c M t
∗ ∗ ∗∗= , ( ) ( ), , , ,BCC BC x y z t c M t∗∗

∗ ∗
= , 

 ( ) ( ), , , ,ABCDC x y z t c M t∗∗∗= , ( ) ( ), , , ,A B C DC x y z t c M t∗∗∗
∗ ∗ ∗ ∗

= , 

 ( )0
0( , , ,0) , ,C x y z c x y z= , (4) 

 n EFF E n EFF ED C D C
∗ ∗− ∗ ∗+

∗
∗ ⋅ = ⋅ , EFF E EFF EC C

∗ ∗− ∗ ∗+
= , (5) 

де ϕ  – фільтраційний потенціал ( *
*0 < ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ < ∞ ), ( , , )x y zv v v v

r
 – вектор 

швидкості фільтрації ( 2 2 2
*( , , ) ( , , ) ( , , )x y zv v x y z v x y z v x y z v= + + > >> ε

r
), n  – 

зовнішня нормаль до відповідної поверхні; ( , , , )C C x y z t=  – концентрація 

розчинної речовини в фільтраційній течії у точці ( , , )x y z  в момент часу t , 

1 *

2

, ,

,

D a
D

D a

∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗

 = ε ϕ ≤ ϕ < ϕ
= 

= ε ϕ < ϕ ≤ ϕ
 – коефіцієнт дифузії, 1 20 , 1a a< ≤ , ε  – малий 

параметр ( 0ε > ), EFF E∗ ∗

∗
∗ϕ = ϕ , ( , )c M t∗ , ( , )c M t∗ , ( ),c M t∗∗ , ( ),c M t∗∗ , 

( ),c M t∗∗∗ , ( ),c M t∗∗∗ , ( )0
0 , ,c x y z  – достатньо гладкі функції, узгоджені між 

собою вздовж ребер області G , M  – довільна точка відповідної поверхні, (5) – 
умова узгодженості на еквіпотенціальній поверхні EFF E∗ ∗ . 

 

      
а)           б) 

Рис. 1. Фізична область G
z
 (а) і відповідна їй область комплексного потенціалу wG  (б) 

 

Припустимо, що задача на просторове конформне відображення wG G
z
a  

(або wG G
z

a ) [12], де {w w ( , , ) :G = = ϕ ψ η  *
∗ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ , *

*Q Q≤ ψ ≤ , 

}**Q Q∗∗≤ η ≤  – відповідна G
z
 область комплексного потенціалу (рис. 1 б), є 

розв’язаною, зокрема, знайдено поле швидкості v
r
 і параметри 0Q , 0Q , Q  
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( 0
0Q Q Q= ⋅  – потік через довільний поперечний переріз течії G

z
, 0Q Q Q∗

∗= − , 
0Q Q Q∗∗

∗∗= −  – потоки через відповідні горизонтальний та вертикальний 

одиничні прошарки). Здійснивши заміну змінних ( ), ,x x= ϕ ψ η , ( ), ,y y= ϕ ψ η , 

( ), ,z z= ϕ ψ η  у рівнянні (3) та умовах (4)-(5), отримаємо відповідну “дифузійну 

задачу” для області wG : 

 ( ) ( )(( ( )2
1 2, , , , , ,D v c b c b cϕϕ ψψ ηηϕ ψ η + ϕ ψ η + ϕ ψ η +  

 ( ) ( ) ) ( )2
1 2, , , , , , td c d c v c cψ η ϕ+ ϕ ψ η + ϕ ψ η − ϕ ψ η ⋅ = ; (6) 

 ( ) ( )* *, , , , ,c t c tϕ ψ η = ψ η , ( ) ( ), , , , ,c t c t∗ ∗ϕ ψ η = ψ η , 

 ( )( , , , ) , ,c Q t c t∗ ∗∗ϕ η = ϕ η , ( )( , , , ) , ,c Q t c t∗ ∗∗ϕ η = ϕ η , 

 ( )( , , , ) , ,c Q t c t∗∗ ∗∗∗ϕ ψ = ϕ ψ , ( )( , , , ) , ,c Q t c t∗∗ ∗∗∗ϕ ψ = ϕ ψ , 

 ( ) ( )0
0, , ,0 , ,c cϕ ψ η = ϕ ψ η ,  (7) 

 ( ) ( ), , , , , ,D c t D c t∗ ∗ ∗
∗ ϕ ∗− ϕ ∗+⋅ ϕ ψ η = ⋅ ϕ ψ η , ( ) ( ), , , , , ,c t c t∗ ∗

∗− ∗+ϕ ψ η = ϕ ψ η  (8) 

де  ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , , ,c c t C x y z t= ϕ ψ η = ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η , 

 2 2 2
1 x y zb = ψ +ψ + ψ , 2 2 2

2 x y zb = η + η + η , 1 xx yy zzd = ψ + ψ + ψ , 

 2 xx yy zzd = η + η + η  або 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2

1 2

1
, , ,b y z y z x z x z x y x y

I
η ϕ ϕ η ϕ η η ϕ η ϕ ϕ ηϕ ψ η = − + − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2

2 2

1
, , ,b y z y z x z x z x y x y

I
ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ϕϕ ψ η = − + − + −  

 ( )1 , ,
y z y z y z y z y z y z

d
I I I

η ϕ ϕ η ψ η η ψ η ϕ ϕ η− − −   ∂ ∂
ϕ ψ η = ⋅ + ×   

∂ϕ ∂ψ   
 

 
y z y z y z y z y z y z x z x z

I I I I

η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ η η ϕ− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂η ∂ϕ   
 

 
x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I

η ψ ψ η ϕ η η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η η ϕ− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂ψ ∂η   
 

 
x z x z x y x y x y x y x y x y

I I I I

ψ ϕ ϕ ψ η ϕ ϕ η ψ η η ψ η ϕ ϕ η− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂ϕ ∂ψ   
 

 ,
x y x y x y x y x y x y

I I I

η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ− − − ∂
× + ⋅ 

∂η 
 

 ( )2 , ,
y z y z y z y z y z y z

d
I I I

ϕ ψ ψ ϕ ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ− − −   ∂ ∂
ϕ ψ η = ⋅ + ×   

∂ϕ ∂ψ   
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y z y z y z y z y z y z x z x z

I I I I

η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂η ∂ϕ   
 

 
x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I

ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ϕ η η ϕ ψ ϕ ϕ ψ− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂ψ ∂η   
 

 
x z x z x y x y x y x y x y x y

I I I I

ψ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ− − − −   ∂ ∂
× + ⋅ + ×   

∂ϕ ∂ψ   
 

 ,
x y x y x y x y x y x y

I I I

η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ− − − ∂
× + ⋅ 

∂η 
 

I  – якобіан відповідного перетворення. 
 
3. Алгоритм числового розв’язання  задачі 

Асимптотичне наближення для розв’язку 
( , , , ), ,

( , , , )
( , , , ),

c t
c t

c t

∗
∗ ∗

∗ ∗
∗

 ϕ ψ η ϕ <ϕ< ϕ
ϕ ψ η = 

ϕ ψ η ϕ <ϕ< ϕ

%

%%
 

задачі (6)-(8) з точністю 1( )nO +ε  шукатимемо у виді таких рядів [12, 15]: 

 ( ) ( ) ( )
0 0

, , , , , , , , ,
n n

i i
i i

i i

c t c t p t
= =

ϕ ψ η = ε ϕ ψ η + ε φ ψ η +∑ ∑ %% % %  

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

/ 2 / 2 / 2

0 0 0

, , , , , , , , ,
n n n

i i i
i i i

i i i

H t H t T t
+ + +

= = =

+ ε ϕ ζ η + ε ϕ ζ η + ε ϕ ψ ς +∑ ∑ ∑%%
% %

 

 ( ) ( )
1

/ 2

0

, , , , , , ,
n

i
i n

i

T t R t
+

=

+ ε ϕ ψ ς + ϕ ψ η ε∑ % %% , (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 0

, , , , , , , , , , , ,
n n n

i i i
i i i

i i i

c t c t p t P t
+

= = =

ϕ ψ η = ε ϕ ψ η + ε φ ψ η + ε ξ ψ η +∑ ∑ ∑% %%% % % %% % %  

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

/ 2 / 2 / 2

0 0 0

, , , , , , , , ,
n n n

i i i
i i i

i i i

H t H t T t
+ + +

= = =

+ ε ϕ ζ η + ε ϕ ζ η + ε ϕ ψ ς +∑ ∑ ∑% %%
% %% %

 

 ( ) ( )
1

/ 2

0

, , , , , , ,
n

i
i n

i

T t R t
+

=

+ ε ϕ ψ ς + ϕ ψ η ε∑ % %% %% , (10) 

де ( , , , )ic tϕ ψ η%  і ( , , , )ic tϕ ψ η%%  ( 0, )i n=  – члени регулярних частин асимптотик, 

( , , , )ip tφ ψ η%%  і ( , , , )ip tφ ψ η%%%%  ( 0, )i n=  – функції типу примежового шару в околі 

∗
∗ϕ = ϕ  (поправки в околі поверхні EFF E∗ ∗ ) [15], ( , , , )iP tξ ψ η%%  ( 0, 1)i n= +  – 

функції типу примежового шару в околі ∗ϕ = ϕ  (поправки на виході 

фільтраційної течії), ( ), , ,iH tϕ ζ η
%

, ( ), , ,iH tϕ ζ η
%%

, ( ), , ,iН tϕ ζ η%% , ( ), , ,iН tϕ ζ η%% %% , 

( ), , ,iT tϕ ψ ς
%

, ( ), , ,iT tϕ ψ ς
%%

, ( ), , ,iT tϕ ψ ς% % , ( ), , ,iT tϕ ψ ς% %% %  ( 0, 1)i n= +  – функції типу 

примежового шару відповідно в околах, Q∗ψ = , Q∗ψ =  Q∗∗η = , Q∗∗η = , що 
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враховують вплив “бічних джерел забруднень”, 
∗
∗ϕ −ϕ

φ =
ε

% , 
∗
∗ϕ− ϕ

φ =
ε

%% , 

∗ϕ −ϕ
ξ =

ε
, 

Q∗ψ −
ζ =

ε
, 

Q
∗ −ψ

ζ =
ε

% , 
Q∗∗η−

ς =
ε

, 
Q

∗∗ −η
ς =

ε
%  – відповідні їм 

регуляризуючі перетворення (розтяги), ( , , , , )nR tϕ ψ η ε%  і ( , , , , )nR tϕ ψ η ε%%  – 

залишкові члени (їх оцінка встановлюється аналогічно [7-9] на основі принципу 
максимуму). 

У результаті підстановки (9), (10) в (6)-(8) і виконання стандартної процедури 
прирівнювання коефіцієнтів біля однакових степенів ε , одержимо наступні 
задачі для знаходження головної частини 0 ( , , , )c tϕ ψ η  розв’язку і поправок 

( , , , )ic tϕ ψ η  ( 1, )i n= : 

 
2

0 0

0
0 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0,

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

tv c t c t

c c c t c t

ϕ

∗ ∗

 ϕ ψ η ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η =


ϕ ψ η = ϕ ψ η ϕ ψ η = ψ η

% %

% %
 

 
2 ( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) 0, ( , , , ) 0, 1, ,

i i t i

i i

v c t c t g t

c c t i n

ϕ

∗

 ϕ ψ η ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η = ϕ ψ η


ϕ ψ η = ϕ ψ η = =

% % %

% %
 

 
2

0 0

0
0 0 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ), ( , , ,0) ( , , ),

tv c t c t

c t c t c c

ϕ

∗ ∗
∗ ∗

 ϕ ψ η ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η =


ϕ ψ η = ϕ ψ η ϕ ψ η = ϕ ψ η

% %% %

% %% % %
 

 
2 ( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , , ) ( , , , ), ( , , ,0) 0, 1, ,

i i t i

i i i

v c t c t g t

c t c t c i n

ϕ

∗ ∗
∗ ∗

 ϕ ψ η ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η = ϕ ψ η


ϕ ψ η = ϕ ψ η ϕ ψ η = =

% % %% % %

% %% % %
 

де  ( ) ( ) ( )( 2
1 1 1 1, , , , , , ,i i ig t a v c b c− ϕϕ − ψψϕ ψ η = ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η +% % %  

 ( ) ( ) ( ) )2 1 1 1 2 1, , , , , ,i i ib c d c d c− ηη − ψ − η+ ϕ ψ η + ϕ ψ η + ϕ ψ η% % % , 

 ( ) ( ) ( )( 2
2 1 1 1, , , , , , ,i i ig t a v c b c− ϕϕ − ψψϕ ψ η = ⋅ ϕ ψ η + ϕ ψ η +% % %% % %  

 ( ) ( ) ( ) )2 1 1 1 2 1, , , , , ,i i ib c d c d c− ηη − ψ − η+ ϕ ψ η + ϕ ψ η + ϕ ψ η% % %% % % . 

В результаті їх розв’язання маємо: 

 0 0 1
0

( , , ( , , )), ( , , ),
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , ),

c t f t f
c t

c f f t t f

∗

−

 ψ η − ϕ ψ η ≥ ϕ ψ η
ϕ ψ η = 

ϕ ψ η − ψ η ψ η < ϕ ψ η

% %
%

% % %
 

 *

2

1

0

( , , , ( , , ) ( , , ))
, ( , , ),

( , , )
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , ),

i

i
t

i

g s f s t f
ds t f

v s
c t

g f t f t t dt t f

ϕ

ϕ

−

 ψ η ψ η + − ϕ ψ η
≥ ϕ ψ η

ψ η
ϕ ψ η = 

 + ϕ ψ η − ψ η ψ η < ϕ ψ η


∫

∫

% %% %

%

% % %% % %%

 

 0
0

0 1
0

( , , , ( , , )), ( , , ),
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , ),

c t f t f
c t

c f f t t f

∗
∗

−

 ϕ ψ η − ϕ ψ η ≥ ϕ ψ η
ϕ ψ η =
 ϕ ψ η − ψ η ψ η < ϕ ψ η

% %% %%
%%

% % %% % %
 



52 А. Я. Бомба, Ю. Є. Климюк, І. М. Присяжнюк  

 
1

0

( , , , ), ( , , ),

( , , , )
( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , ),

i

t
i

i

h t t f

c t
g f t f t t dt t f−

 ϕ ψ η ≥ ϕ ψ η


ϕ ψ η = 
+ ϕ ψ η − ψ η ψ η < ϕ ψ η


∫

%%

%%
% % %% % %% % % %%

 

 
2

( , , , ( , , ) ( , , ))
( , , , ) ( , , , )

( , , )
i

i i

g s f s t f
h t ds c t

v s∗
∗

ϕ
∗
∗

ϕ

ψ η ψ η + − ϕ ψ η
ϕ ψ η = + ϕ ψ η

ψ η∫
% %% %%%

% , 

де 
2

( , , )
( , , )

ds
f

v s
∗

ϕ

ϕ

ϕ ψ η =
ψ η∫%  – час проходження відповідною частинкою шляху від 

точки ( )( , , ), ( , , ), ( , , )x y z ABB A∗ ∗ ∗ ∗ ∗ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ∈  до точки ( ( , , ), ( , , ),x yϕ ψ η ϕ ψ η  

)( , , )z G−ϕ ψ η ∈  вздовж відповідної лінії течії, а 
2

( , , )
( , , )

ds
f

v s∗
∗

ϕ

ϕ

ϕ ψ η =
ψ η∫

%%  – від 

точки ( )( , , ), ( , , ), ( , , )x y z EFF E∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ∈  до точки ( ( , , ), ( , , ),x yϕ ψ η ϕ ψ η  

)( , , )z G+ϕ ψ η ∈ , 1f −%  і 1f −
%%  – функції, обернені відповідно до f%  і f%%  відносно 

змінної ϕ  (відмітимо, що такі функції існують, оскільки 2 ( , , )v ϕ ψ η  – 

неперервно диференційовна, обмежена, додатньо визначена функція). 

Для знаходження функцій ( , , , )ip tφ ψ η%%  і ( , , , )ip tφ ψ η%%%% ( 0, )i n=  отримаємо такі 

задачі: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 00 0

2 00 0

0 0 0 0

0 0

( , , , ) ( , , , ) 0, ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ) 0, ( , , , ) 0,

, , , 0 , , , , , , 0 , , , ,

, , ,

a p t p t p t

a p t p t p t

c t p t c t p t

c t p

φφ φ φ→∞

φφ φ φ→−∞

∗ ∗
∗− − ∗+ +

∗
ϕ ∗−

φ ψ η + φ ψ η = φ ψ η →

φ ψ η − φ ψ η = φ ψ η →

ϕ ψ η + ψ η = ϕ ψ η + ψ η

ϕ ψ η +

% % %
%

% % %% % % %%

%

% % %% % %

% % %% % %% % %% % %

% %% % % %

% % ( )( ) ( ) ( )( )2
0 0

1

0 , , , , , , 0 , , , ,
a

t c t p t
a

∗
− ϕ ∗+ +φ φ









 ψ η = ϕ ψ η + ψ η


%%
% %% %

 

 

( ) ( )( )

1

2

2

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) 0,

, , , 0 , , , , , ,

i ii i

i ii i

i ii

a p t p t q t p t

a p t p t q t p t

a
c t p t c

a

φφ φ φ→∞

φφ φ φ→−∞

∗ ∗
ϕ ∗− − ϕ ∗+φ

φ ψ η + φ ψ η = φ ψ η φ ψ η →

φ ψ η − φ ψ η = φ ψ η φ ψ η →

ϕ ψ η + ψ η = ϕ ψ η

% % %
%

% % %% % % %%

%

% % % %% % % %

% % % %% % % %% % % %% % % %

%% % % ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 , , , ,

, , , 0 , , , , , , 0 , , , , 1, ,

i

i i i i

t p t

c t p t c t p t i n

+φ

∗ ∗
∗− − ∗+ +







 + ψ η



ϕ ψ η + ψ η = ϕ ψ η + ψ η =

%%
%%

% %% % % %

 

де 2
1 1

1 1

( , , , ) ( , , )
i i

i i t j ji j i j
j j

q t v p V p a V p− ∗
∗ − − φ − φφ

= =


φ ψ η = ϕ ψ η ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −


∑ ∑% % %

% % %% % % %  

 ( )
2

1 1 2 2 2 1 2 2 2
0

i

j i j j i j j i j j i j
j

a B p B p D p D p
−

− − ψψ − − ηη − − ψ − − η
=


− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 


∑ % % % %% % % % , 
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 2
1 2

1 1

( , , , ) ( , , )
i i

i i t j ji j i j
j j

q t v p V p a V p− ∗
∗ − − φ − φφ

= =


φ ψ η = ϕ ψ η ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ −


∑ ∑% % %% % %

% % %%% % % %% %% % % %  

 ( )
2

2 1 2 2 2 1 2 2 2
0

i

j i j j i j j i j j i j
j

a B p B p D p D p
−

− − ψψ − − ηη − − ψ − − η
=


− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 


∑ % % % %% % % %% % % %% % % % , 

lV
% , lV

%% , 1 lB
% , 1 lB

%% , 2 lB% , 2 lB
%% , 1 lD% , 1 lD

%% , 2 lD%  і 2 lD
%%  – коефіцієнти при однакових 

степенях ε  розкладу функцій 2 ( , , )v ∗
∗ϕ − εφ ψ η% , 2 ( , , )v ∗

∗ϕ + εφ ψ η%% , 1( , , )b ∗
∗ϕ − εφ ψ η% , 

1( , , )b ∗
∗ϕ + εφ ψ η%% , 2 ( , , )b ∗

∗ϕ − εφ ψ η% , 2 ( , , )b ∗
∗ϕ + εφ ψ η%% , 1( , , )d ∗

∗ϕ − εφ ψ η% , 

1( , , )d ∗
∗ϕ + εφ ψ η%% , 2 ( , , )d ∗

∗ϕ − εφ ψ η%  і 2 ( , , )d ∗
∗ϕ + εφ ψ η%%  відповідно в ряд Тейлора в 

околі ∗
∗ϕ = ϕ . 

Для знаходження функцій ( , , , )iP tξ ψ η%% %% ( 0, 1)i n= +  матимемо такі задачі [5]: 

 
( ) ( ) ( )

2 0 0

0 0 0

( , , , ) ( , , , ) 0,

0, , , , , , , , , ( , , , ) 0,

a P t P t

P t c t c t P t

ξξ ξ

∗ ∗

ξ→∞

 ⋅ ξ ψ η + ξ ψ η =



ψ η = ψ η − ϕ ψ η ξ ψ η →


% % %% % %

%%

% %% %% %% %

%% % %%% %%
 

 

2
2 *( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , ),

(0, , , ) ( , , , ), ( , , , ) 0, 1, 1,

ii i

i i i

a P t P t v q t

P t c t P t i n

−

ξξ ξ

∗

ξ→∞

 ⋅ ξ ψ η + ξ ψ η = ϕ ψ η ⋅ ξ ψ η



ψ η = − ϕ ψ η ξ ψ η → = +


% % %% % %

%%

))% % %% %% % %% %

%% % %% %
 

де 1 2
1 1

( , , , )
i i

i i t j ji j i j
j j

q t P V P a V P− − ξ − ξξ
= =

ξ ψ η = + ⋅ − ⋅ ⋅ −∑ ∑% % %% % %

) )) ) )) % % % %% % % %  

 ( )
2

2 1 2 2 2 1 2 2 2
0

i

j i j j i j j i j j i j

j

a B P B P D P D P
−

− − ψψ − − ηη − − ψ − − η
=

− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅∑
) ) ) )) ) ) )% % % %% % % % , 

lV
))
, 1 lB

))
, 2 lB

))
, 1 lD

))
 і 2 lD

))
 – коефіцієнти при однакових степенях ε  розкладу 

функцій 2 ( , , )v ∗ϕ − εφ ψ η%% , 1( , , )b ∗ϕ − εφ ψ η%% , 2 ( , , )b ∗ϕ − εφ ψ η%% , 1( , , )d ∗ϕ − εφ ψ η%%  і 

2 ( , , )d ∗ϕ − εφ ψ η%%  відповідно в ряд Тейлора в околі ∗ϕ = ϕ . 

Функції ( ), , ,iH tϕ ζ η
%

і ( ), , ,iH tϕ ζ η
%%

 ( 0, 1)i n= +  знайдемо, розв’язавши задачі 

[5, 12-14]: 

 
( ) ( )2

1 1 0 0 0

0 0 ** 0

, , , , ,

( , , , ) 0, ( , , , ) ( , , ) ( , , , ),

ta b Q H v Q H H

H t H Q t c t M t
ζ→∞

∗ ηη ∗ ϕ

∗

 ⋅ ϕ η ⋅ − ϕ η ⋅ =


ϕ ζ η → ϕ η = ϕ η − ϕ ζ η

% % % )

% %

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 1 , , , , , , , , 1, 1,

0, ,
, , , 0, , , ,

, , , , .

i i i t i

i i

i

a b Q H v Q H H M t i n

якщо і непарне
H t H Q t

M t якщо і парнеζ→∞

∗ ηη ∗ ϕ

∗

 ⋅ ϕ η ⋅ − ϕ η ⋅ = − ϕ ζ η = +


− 
ϕ ζ η → ϕ η = 

− ϕ ζ η − 

%
% % %

)
% %
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( ) ( )2

2 1 0 0 0

0 0 ** 0

, , , , ,

( , , , ) 0, ( , , , ) ( , , ) ( , , , ),

ta b Q H v Q H H

H t H Q t c t M t
ζ→∞

∗ ηη ∗ ϕ

∗

 ⋅ ϕ η ⋅ − ϕ η ⋅ =


ϕ ζ η → ϕ η = ϕ η − ϕ ζ η

% % %% % % )

% %% %

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2 1 , , , , , , , , 1, 1,

0, ,
, , , 0, , , ,

, , , , .

i i i t i

i i

i

a b Q H v Q H H M t i n

якщо і непарне
H t H Q t

M t якщо і парнеζ→∞

∗ ηη ∗ ϕ

∗

 ⋅ ϕ η ⋅ − ϕ η ⋅ = − ϕ ζ η = +


− 
ϕ ζ η → ϕ η = 

− ϕ ζ η − 

%%
% % %% % %

))
% %% %

 

Тут / 2 / 2 / 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i і і і і і іM t с Q t p Q t P Q t− ∗ − ∗ − ∗ϕ ζ η = ϕ η + ϕ η + ϕ η
)

%% % , 

 / 2 / 2 / 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i і і і і і іM t с Q t p Q t P Q t− ∗ − ∗ − ∗ϕ ζ η = ϕ η + ϕ η + ϕ η
)) %% % %% % , 

 

1

21

1 1 1 1
0 0

( , , , )

i

i

i j i j j i j
j j

M t a B H D H

− 
 −  

∗ − ζζ ∗ − − ζ
= =




ϕ ζ η = ⋅ ⋅ + ⋅ +



∑ ∑%  

 ( )
2

2 2 2 2 2
0 1

i i

k i j j i j k i j j i j

j j

V H B H D H V P
−

∗ − − ϕϕ ∗ − − ηη ∗ − − η ∗ − ϕ
= =




+ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅



∑ ∑ , 

 

1

21

2 1 1 1
0 0

( , , , )

i

i

i j i j j i j
j j

M t a B H D H

− 
 −  

∗ − ζζ ∗ − − ζ
= =




ϕ ζ η = ⋅ ⋅ + ⋅ +



∑ ∑%%  

 ( )
2

2 2 2 2 2
0 1

i i

k i j j i j k i j j i j

j j

V H B H D H V P
−

∗ − − ϕϕ ∗ − − ηη ∗ − − η ∗ − ϕ
= =




+ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅



∑ ∑ , 

*lV , 1*lB , 2*lB , 1*lD  і 1*lD  – коефіцієнти при однакових степенях ε  розкладу 

функцій 2 ( , , )v Q∗ϕ + εζ η , 1( , , )b Q∗ϕ + εζ η , 2 ( , , )b Q∗ϕ + εζ η , 1( , , )d Q∗ϕ + εζ η  

і 2 ( , , )d Q∗ϕ + εζ η  відповідно в ряд Тейлора в околі Q∗ψ = . Задачі для 

знаходження функцій ( ), , ,iH tϕ ζ η%% , ( ), , ,iH tϕ ζ η% %%  ( ), , ,iT tϕ ψ ς
%

, ( ), , ,iT tϕ ψ ς
%%

, 

( ), , ,iT tϕ ψ ς% % , ( ), , ,iT tϕ ψ ς%% %  отримуються аналогічно до ( ), , ,iH tϕ ζ η
%

 і ( ), , ,iH tϕ ζ η
%%

 

( 0, 1)i n= + . 

 
4. Результати числових розрахунків 

Наведемо результати розрахунку розглянутого вище процесу “конвекції-
дифузії” на ідеальному, породженому особливими точками 1 0=z  и 2 50=z  

(відповідно витік і втік однакових інтенсивностей 4Q = π ), фільтраційному 

фоні, комплексний потенціал якого ( ) ( )( )1 2wd wd
4

Q
= − − −

π
w z z z z , ( )wd =z  
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( )2 2 2

2 2

1
ln arctg arctg

2

y z
x y z i j

x x y
= + + + ⋅ + ⋅

+
 при 1∗ϕ = − , 1∗ϕ = , 0.2∗

∗ϕ = − . 

На рис. 2 а) зображено динамічну сітку в G
z
: *( , , )

df

ix y zϕ = ϕ =ϕ +  

*
*(( ) ) / 30i+ ϕ − ϕ ⋅ , 0( , , ) ( ) /15

df

jx y z Q jψ = ψ = ⋅ , 0( , , ) ( ) /15
df

kx y z Q kη = η = ⋅ , 0,30i = , 

0,15j = , 0,15k = , 2.094Q∗ = , 4.189Q∗ = , 1.047Q∗∗ = − , 1.047Q∗∗ = , на 

рис. 2 б) – еквіпотенціальні поверхні ( , , ) ix y zϕ = ϕ  ( 0,6,12,18,i =  24,30 ), на 

рис. 3 а), б) величина швидкості фільтрації v  у вузлах 0( , , )i jϕ ψ η  і 12( , , )i jϕ ψ η  

відповідно. 
 

 
а)            б) 

Рис. 2. Фізична область G
z
 (а)  та відповідні їй еквіпотенціальні поверхні (б) 

 

 
а)           б) 

Рис. 3. Розподіл величини швидкості фільтрації відповідно 

вздовж поверхонь течії 0( , , )η ϕ ψ η = η  і 12( , , )η ϕ ψ η = η  

 

Зауважимо, що при заданому виборі параметрів виконується рівняння 
Лапласа для функції потенціалу ( , , )x y zϕ = ϕ  з точністю 0.004ε = , а просторові 

комплексно спряжені функції ( , , )x y zψ = ψ  і ( , , )x y zη = η  при ( ), ,x y zκ =  

2 2 2 2 21
2500 ( 50 )

50
y x x y z= + − + + задовольняють систему  
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

0.

x y z z y

y z x x z

z x y y x

x x y y z z

x y z

x y z

x y z

ϕ = κ ⋅ ψ η −ψ η

ϕ = κ ⋅ ψ η −ψ η

ϕ = κ ⋅ ψ η −ψ η

ψ η + ψ η + ψ η =

 

На рис. 4. зображено розподіл концентрації ( , , , )c tϕ ψ η  при 1 1a = , 2 0.5a = , 

0.001ε = , 
20 0.1 ( )

0 ( , , ) 0.017c e− ⋅ ϕ+ψ+ηϕ ψ η = ⋅ , 
2 2( 1 ) /( 10)( , , ) 0.017 tc t e− − +ψ+η +

∗ ψ η = ⋅ , 
2 2(1 ) /( 10)( , , ) 0.017 tc t e∗ − +ψ+η +ψ η = ⋅ , 

2 2(2.094 ) /( 10)( , , ) 0.017 tc t e− +ϕ+η +
∗∗ ϕ η = ⋅ , 

( , , )c t∗∗ ϕ η =  
2 2(4.189 ) /( 10)0.017 te− +ϕ+η += ⋅ , 

2 2( 1.047+ ) /( 10)( , , ) 0.017 tc t e− − ϕ+ψ +
∗∗∗ ϕ ψ = ⋅ , 

( , , )c t∗∗∗ ϕ ψ =  
2 2(1.047+ ) /( 10)0.017 te− ϕ+ψ += ⋅ . 

 

 
а)           б) 

Рис. 4. Розподіл концентрації розчинної речовини вздовж ліній течії 

{ }**( ,2.653, 0.489) :ϕ − ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ  а) та { }**( ,2.653, 0.07) :ϕ − ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ  б) 

в моменти часу { }33.506, 74.119,104.921,155.758,191.849, 228.8it =  ( 1,6i = ) 

 
5. Висновки 

Із вище проведених викладок бачимо, що при розв’язанні просторових 
сингулярно збурених задач типу “конвекція-дифузія” для фізичних областей, 
обмежених еквіпотенціальними поверхнями і поверхнями течії, на даний 
просторовий, успіх від перенесення розробленої методики із плоского випадку 
на просторовий головним чином залежить від можливості побудови 

відповідного “просторового конформного відображення” wG G
z
a  (або 

wG G
z

a ). Процедура побудови асимптотики розв’язку сингулярно збуреної 

“дифузійної складової” поставленої задачі проводиться аналогічно 
(відрізняється лише громіздкістю викладок та збільшенням кількості “бічних 
поправок”) до відповідного алгоритму у плоскому випадку. 

Така методологія “розщеплення” вихідної задачі та конструкція побудови 
розв’язку шляхом доповнення розв’язку відповідної виродженої задачі різними 
поправками вже зараз знаходить вагоме застосування при прогнозуванні роботи 
і проектуванні двошарових каркасно-засипних фільтрів. Також, у перспективі 
планується застосування запропонованої методики для розв’язання відповідних 
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просторових сингулярно збурених задач для багатозв’язних областей [7-8], задач 
гетеродифузії [11-12], нелінійних задач, задач для анізотропних середовищ. 
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