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Один класс эволюционно представимых случайных процессов
А. В. Коробская, З. Ф. Назыров, А. А. Янцевич

Харьковский национальный университет имени В.Н. Каразина, Украина

Работа посвящена изучению одного класса нестационарных случайных
процессов в рамках корреляционной теории. Получены новые модельные
представления для инфинитезимальных корреляционных функций. В
дальнейшем на этом пути возможно также получение канонических
представлений, которые являются аналогом спектрального разложения
стационарного случайного процесса и могут быть получены при помощи теории
ассоциированных открытых систем.
Ключевые слова: нестационарные случайные процессы, несамосопряженный оператор,
ассоциированная открытая система.

Робота присвячена вивченню одного класу нестаціонарних випадкових процесів
у межах кореляційної теорії. Отримано нові модельні зображення для
інфінітезимальних кореляційних функцій. Надалі на цьому шляху можливо
також отримання канонічних представлень, які є аналогом спектрального
розкладання стаціонарного випадкового процесу і можуть бути отримані за
допомогою теорії асоційованих відкритих систем.
Ключові слова: нестаціонарні випадкові процеси, несамоспряжений оператор,
асоційована відкрита система.

The article is devoted to the study of one class of nonstationary random processes in
the frame of the correlation theory. New model conceptions for infinitesimal
correlation functions are found. Using such approach it is also possible to obtain
canonical representations which are analogous to the spectral decomposition of a
stationary random process and can be obtained using the theory of associated open
systems.
Key words: nonstationary random processes, nonselfadjoint operator, associated open system.

1. Введение
Нестационарные процессы играют существенную роль при изучении

переходных процессов, распространении волн в статистически неоднородной
среде и т. д. Обычно для описания моделей нестационарных случайных
процессов рассматривают процессы со стационарными приращениями [1],
процессы с вырожденной корреляционной функцией [2], периодические
случайные процессы [3], аналитические случайные процессы [4]. Поэтому,
естественно, возникает необходимость в расширении класса нестационарных
случайных процессов в рамках корреляционной теории.

2. Анализ исследования
В [5] был введен класс так называемых линейно представимых

нестационарных процессов, для которых при вложении в гильбертово
пространство соответствующая кривая является решением задачи Коши. В
дальнейшем такие процессы получили название эволюционно представимых.
Для таких процессов в [5] была установлена тесная связь со спектральной
теорией несамосопряженных или неунитарных операторов. В дальнейшем
подход, предложенный в [5], привлек внимание достаточно широкого круга
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исследователей [6; 7; 8]. Однако эволюционно представимые процессы,
порождаемые задачей Коши с оператором при производной не изучались.
Отметим, что если в задаче Коши оператор при производной обратим, то
получается класс процессов, который изучался ранее [5].

3. Постановка задачи
Распространить подход, предложенный в [5], на эволюционно представимые

случайные процессы, порождаемые задачей Коши с оператором при
производной.

4. Решение
Рассмотрим случайный процесс  t  c непрерывной корреляционной

функцией      stMstK , , для которой соответствующая кривая
 k

k
t tVMx    в гильбертовом пространстве является решением задачи

Коши:
   












 00

0

xx

tx
dt

tdxiA

t

(1)

Известно, что  
Hst xxstK ,,  .

Рассмотрим ассоциированную открытую систему:















dt
dxuv

ux
dt
dxiA




(2)

Здесь 






i
AA ,    J , J – инволюция, т. е. операторы XA , где

 JEHAX ,,,,  – операторный узел.

Из (2) следует    EEH uuvvx
dt
d ,,2  . Это соотношение естественно назвать

законом сохранения.

Система (1) порождает полугруппу операторов tT  и кривые 0tt Tx  .

Покажем, что tT  является решением задачи Коши:












 IT

T
dt

dTiA

tt

t
t

1

0
(3)
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Рассмотрим семейство операторов   


 


AdIAe
i

Z it
t

1
2
1 , где

  AIA 1 – резольвента Фредгольма. Тогда:

  


 


dIAe
i

i
dt

dZ itt 1
2

(4)

Умножая (4) на iA , получим:   





 


AdIAe
idt

dZiA itt 1
2

1 , т. е.

t
t Z

dt
dZiA  . Следовательно, 0 t

t Z
dt

dZiA , а значит tZ  и tT  удовлетворяют

одному и тому же дифференциальному уравнению.

Пусть A – обратимый оператор, найдем 0Z :

  




























d

AI

i
AdIA

i
Z

11

1
0 2

1
2
1 .

Пусть  1,max  AA , тогда ...2

2111
















AAIAI , причем

11 1
1

 


AA


.

 
 




IId
i

Z ...
2
1

0 .

Таким образом, tZ  удовлетворяет задаче Коши (3) и, следуя теореме

единственности, tt TZ  .

Рассмотрим инфинитезимальную корреляционную функцию

  Htt xAxstW ,Im2,   [5].

Лемма 1. Корреляционная функция и инфинитезимальная корреляционная

функция связаны соотношением:

   stK
stst

stW ,,2


















 .
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Доказательство. Из (2) имеем:

H
s

t

H

s
t

H

st

H

st x
dt
dx

ds
dxx

ds
dxiA

dt
dx

ds
dx

dt
dxiA ,,,,  ;

H
s

t

H

s
t

H
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H

st x
dt
dx

ds
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ds
dx

dt
dxiA

ds
dx

dt
dxiA ,,,,   ;

 stK
stds

dx
dt
dxA

H

st ,,Im2 














 ;

 stK
st

xAx
st Hst ,,Im2

2



















 ;

   stW
st

xAx
st

stK
st Hst ,,Im2,

22























 (5)

В дальнейшем обозначим    stVstW
st

,,
2



 .

Из (5) видно, что если  AA , то 0Im2 A  и   0, 












 stK

st
.

Следовательно,  stKK  .

Таким образом, кривая, порождаемая задачей Коши (1), в случае

самосопряженного оператора является стационарной кривой.

Лемма 2. Если  rAHIm2dim , то

     















 r

sItstK
st 1,

,


  , где

 
HtHtHt

H

t gTx
dt
dgxT

dt
dgx

dt
dg

dt
dxt   ,,,, 00 .

Доказательство следует из соотношения:

   









r

Hst
H

st sIt
st

xAx
stds

dx
dt
dxA

1,

22
,Im2,Im2


  ,

где учтены условия операторного комплекса: 



r
gIgA

1,
,Im2


 , g –

каналовые элементы оператора A , а   Ht gxt  ,  [5].
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Таким образом,    stVstK
st

,, 












 . Отсюда

 
   

   

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



















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stdstVstK
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t

s
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,

0
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



(6)

Замечание. Отметим, что в выражении  
H

g
dt
dxt  ,  можно переходить

к унитарно эквивалентным элементам.

Пусть A – антидиссипативный оператор с дискретным спектром  k  (т. е.

2

2
k

kk i 
  , 0k , где 






1

2

k
k ) и принадлежит операторному комплексу

 
































 1,,, 2

1

2 


IglAK


, 1Im2dim AH . Найдем  t .

 
22

,, 00 ltlt gTx
dt
dgxT

dt
dt  ,    tgT kkt  .

     





1
0

k
k tkxt ,

      





  



 


dgAIAe
i

gTt
k

ti
ktk

1

2
1 .

Необходимо найти значение резольвенты Фредгольма оператора 
tT  на

каналовом элементе:

  fgAIA   1
 (7)

Оператор A  унитарно эквивалентен своей треугольной модели

A  [5]:


















1kj
kjjkk

k
fiffA  ,
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 где
2

2
k

kk i 
  . Тогда 






 











 1

1

k

j
kjjkk

k

fiffA  .

Следовательно, 




























1
,

k
k

k

ggff
i
AA ,






















n

g







2

1

 и   1J .

Значит,  



 

k

j
kkkklkk iiggA

1

2  , где 





1

1

2
k

j
jk  .

Из (7) следует, что fIAgA 















 *  или

    





1

1
1

k

j
kjjkkkkk fifi  (8)

Разделим соотношение (8) на k , обозначив kkk i  :










1

1

1 k

j
jjk

k

kk
k fif 




 .




 


1

1

2

1

k

j j

jj
kk

y
iy




 , где j

j

j
j fy



 1
 ,




 


k

j j

jj
kk

y
iy

1

2

11 1


 .

Тогда  
1

2
11 

  



k

kk
kkkk

yiyy .

1
11

1 1
2

11 















  







k

k
kk

k

k
kkkk yyiyy , т. к.

2

2
k

kk i 
  .

Пусть kkk  1 , тогда получим разностное уравнение:

k
k

k
kk yy 








 1
1

1 , 11 y (9)

Запишем (9) в следующем виде:
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







11

1

y
ByAy kkkk , где

1
1








k

k
kA , kkB  .

Решение задачи Коши (9) имеет вид:

1213212111121 .........  AAAAAyAAAy kkkkkkkkk   ,

где 



 




1

1
121 1

1
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j j

j
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
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
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
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1
1

2

1

1

1
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1
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1
1 k

j
j

k

jl l

l
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
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

2

1

1

1
1

1

1
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Т. к.
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
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
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y
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











2

1

1

1
1

1

1

1
1
1

111
1

1

k

j

k

jl l

l
j

k

k
k

k

k
k

j j

j

k

k
kf 


















 , а

     














































 




















de

i
t

k

j

k

jl l

l
j

k

k
k

k

k
k

j j

j

k

kti
k

2

1

1

1
1

1

1

1
1
1

111
1

12
1

В частности, при 1k ,  
11 1

11

1

11
1 












yf . Тогда при помощи вычетов

имеем   111


it

et  .

Если 2k , то, аналогично,    
















 12
1

11

2

2
2 1

1
1








f .

При 21    получим      


















 2

11
2
12

12

2
2 21 


  ieiet

itit

.

Если 21   , то   

















11 1

2
11

2
1111

1

2
2 






iif , а
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   2
1

2
12

1

2
2 1 



   tet
it

.

Примеры. Пусть 1dim 
 

H
i
AA  и


 gx0 . Тогда, если 1dim 2 l , то

   
 

2
1

11

2
1

2
1

2
0 1

, 






sti

e
x

stV




 , 1

g ,

2

2
1

11



i
 .

В этом случае из (6) следует:

 

 
 

 
   

 
 

 
   


































































.,11

,11

,

2
1

11
2

1

1

1

2
1

11
2

1

1

1

2
010

2
010

tseeixex

steeixex

stK
stistitsi

stististi

























Если 2dim 2 l , то тогда при 21    и   10 1 x ,   20 2 x

   
 




2

1

11

2
1

2
12

0 1, 






sti

exstV

     

   




























21

12
2

1

11

2

2
11

1

2
12

121

21
00 21 















stisti

eieixx

       
 

 
 



























21

21
2

1

11

2
11

2
12

121

21
00 12 










stisti

eieixx

    
  

 









2

1

11

2
1

2
12

2
12

1212

2
12

0 2 









sti

eiix
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    
  

 
2

2

22

2
2

2
11

2
11

1212

2
12

0 2 









sti

eiix







 ;

   
 

 
 
 

 
 






















2
11

2
12

12

2
010 211 210, 




  ieiexexstK
stististi

при st  ;

   
 

 
 
 

 
 






























2
11

2
12

12

2
010 211 21,0 




  ieiexextsK
tsitsitsi

при ts  .

Отметим, что  
 HtHt xTxxxTstK 0000 ,,0,  , где

  
 

 dxAIAe
i

xT ti
t    0

1
0 2

1 .

Если

 gx0 , то    








1
00 ,,

k
k

H
tHt tkgggTxxT




.

Если

 gx0 , то необходимо найти резольвенту Фредгольма на неканаловом

элементе 0x :

fxAIA 




















0

1

 .

fIAxA 


















 0 .

Рассмотрим случай дискретного оператора. Тогда

   



 

k

j
kjk jxikxxA

1
000  .
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Обозначим k
k

xA 











 


0 . Следовательно,

  





1

1
1

k

j
kjjkkk fif  . (10)

Из (10) получаем разностное уравнение для ky :

kk
k

k
k yy 








 1
1

1 ,
1

1
1 


y , (11)

где  
k

k

k
k fy


 1

 ,
k

k
k 


  ,

2

2
k

kk i 
  , kkk  1 ,




 


k

j j

jj
kk

y
iy

1

2

11 1


 .

Тогда
1

2
11 

  



k

kk
kkkk

yiyy ,

k
k

k
kk

k

kk
kk

k

k
kkk yyyiyyiy

1
1

1
11

1 1
2

1
2

11 



















  








 .

Пусть kkk  1 , тогда получим разностное уравнение первого порядка:

kk
k

k
k yy 








 1
1

1 ,
1

1
1 


y . (11)

Запишем (11) в следующем виде:












1

1
1

1






y

yAy kkkk
, где

1
1







k

k
kA , kkB  .

Решение задачи Коши (11) имеет вид:

121321211
1

1
121 ......... 


 AAAAAAAAy kkkkkkkkk   ,

где 



 




1

1
121 1

1
...

k

j j

j
kAAA




,
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







   
























2

1

1

1
1

2

1

1

11

1
1

1

11

1
121 1

1
1
1

...
k

j
j

k

jl l

l
k

k

j

k

j j

j
k

k

jl
jlkk AAAAy 
















 











 








2

1

1

1
1

1

11

1
1
1

1
1 k

j

k

jl l

l
jk

k

j j

j










 .

Т. к.
1






j

jj
j

y
f , то

   











 















2

1

1

1
1

1

1 1

1
1
1

111
1

1

k

j

k

jl l

l
j

k

k
k

k

k
k

j j

j

k

k
kf 





















 , а

 tM k

   















































 























de

i

k

j

k

jl l

l
j

k

k
k

k

k
k

j j

j

k

kti 2

1

1

1
1

1

11

1
1
1

111
1

12
1

В частности, если 1k , то
1

1
1 


y ,  

11 1

1

1

11
1 












yf . Тогда

  1

1

1
1





it

etM  .

Если 2k , то     















11
1

11

12121112121

2
2 




f .

Тогда при 21    получим:

   
 






















2

21122
2
11

1

2
2
11

121
2 211








 ieietM
itit

.

Если 21   , то  
  

















 2

11

12121112121
2

1


f . Тогда

  









 1122

2
11

1

2
2
11

2
11

2 11






 itetM
it

.

Следовательно,
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при 1k    
 

2
1

11

2
1

2
12

0 1, 






sti

exstV



 . Тогда из (6):

   
 





1

1

1
0 1, 




sti

exstK

   

   
 


























2

21122
2
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1

2
2
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121
0 2112








 ieiex

stisti

 
 


























2

1

2
1

2
1

11

1
1

2
1

2
1

2
1

2
0 










ssti

ee
x

, st   и

   
 






1

1

1
0 1, 




tsi

exstK

   
   

 
























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Пусть теперь  
2

;0 lLH  , а у оператора A 1Im2dim AH  и единственная

точка спектра 0  является бесконечно кратной. Тогда оператор A  унитарно

эквивалентен своей треугольной модели

A , т. е.    

 l

x
dyyfixfA  [5].

Рассмотрим соответствующую задачу Коши (1):
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В этом случае можно непосредственно найти корреляционную функцию.

Введем    xtduut
l

x
,,  . Для  xt,  получим уравнение:
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Решение этой задачи имеет вид [6]:
 txf  1 .
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5. Выводы
В работе реализован операторный подход к изучению одного класса

нестационарных случайных процессов в рамках корреляционной теории. Такой
подход позволил получить новые модельные представления как для самих
случайных процессов, так и для корреляционных функций и соответствующих
характеристик нестационарности. На этом пути возможно получение
канонических представлений, которые являются аналогом спектрального
разложения стационарного случайного процесса и могут быть получены при
помощи теории ассоциированных открытых систем. Дальнейшая разработка
корреляционной теории такого класса нестационарных случайных процессов
может служить основой для моделирования корреляционных функций
нестационарных случайных процессов, которые можно использовать для
обработки статистических измерений.
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