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Плоска деформація багатошарової плити  

з пружними зв’язками між шарами  

Н. М. Антоненко 
Запорізький національний технічний університет, Україна 

У статті запропоновано спосіб визначення напружено-деформованого стану 

багатошарової плити з пружними зв’язками між шарами для випадку плоскої 

деформації. Спосіб розв’язання ґрунтується на методі функцій податливості. 

Отримані аналітичні формули для розрахунку матриць податливості. Для 

двошарової плити, яка знаходиться під дією нормальних зосереджених 

навантажень, наведено чисельні результати, які ілюструють вплив коефіцієнтів 

пружних зв’язків на розподіл напружень та переміщень у шарах плити. 

Ключові слова: багатошарова плита, коефіцієнти пружних зв’язків, метод функцій 
податливості, матриці податливості,. інтегральне перетворення Фур’є 

В статье предложен способ определения напряженно-деформированного 

состояния многослойной плиты с упругими связями между слоями для случая 

плоской деформации. Способ решения основан на методе функций 

податливости. Получены аналитические формулы для расчета матриц 

податливости. Для двухслойной плиты, которая находится под действием 

нормальных сосредоточенных напряжений, приведены численные результаты 

иллюстрирующие влияние коэффициентов упругих связей на распределение 

напряжений и перемещений в слоях плиты. 

Ключевые слова: многослойная плита, коэффициенты упругих связей, метод функций 

податливости, матрицы податливости, интегральное преобразование Фурье 

Тhe method of determination of the stress-strain state of a multilayer plate with elastic 

connections between layers in the case of the plane deformation is considered. The 

technique is based on the method of compliance functions. Analytical formulas for the 

calculation of compliance matrices are built. Numerical computations were carried 

out. The influence of coefficients of elastic connections on the distribution of stresses 

and distribution in the points of the two-layers plate is researched. 

Key words: multilayer plate,  elastic connections, method of compliance functions, compliance 

matrix, Fourier integral transformation 

 

1. Вступ та актуальність 

Широке застосування шаруватих елементів в інженерних конструкціях 

приводить до необхідності визначення їх напружено-деформованого стану. 

Якщо шари поєднані за допомогою клею, то виникає необхідність враховувати 

податливість пружного проміжного шару. У [1] запропоновано спрощений 

підхід до моделювання проміжного шару за допомогою пружних зв’язків: на 

спільній межі двох сусідніх шарів різниці горизонтальних (вертикальних) 

переміщень пропорційні дотичним (нормальним) напруженням у відповідних 

точках вказаної межі. В рамках цієї моделі, коли проковзування відбувається 

тільки в горизонтальному напрямі, виконано роботи [2, 3, 4]. 

У даній статті метод функцій податливості, запропонований 

Приварниковим А.К. [5], розповсюджується на багатошарові плити з пружними 

зв’язками між шарами. Раніше цим методом були знайдені розв’язки граничних 

задач для багатошарових плит з ідеальним типом контакту між шарами [6, 7, 8]. 
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У роботі [9] отримано розв’язок першої граничної задачі для багатошарової 

основи (пакет пружних шарів, який лежить на півпросторі) з пружними 

зв’язками між шарами. 

 

2. Постановка задачі 

Розглянемо плоску деформацію багатошарової плити з пружними зв’язками 

між шарами. Багатошарову плиту моделюватимемо пакетом пружних невагомих 

шарів. Матеріал шарів вважаємо однорідним та ізотропним. Кожен шар 

характеризуємо товщиною h  та двома пружними характеристиками – модулем 

зсуву µ  та коефіцієнтом Пуассона ν . На верхній та нижній межах плити відомі 

навантаження. Необхідно визначити напруження та переміщення точок плити, 

якщо відомо, що плита знаходиться в рівновазі.  

Нумерацію шарів будемо проводити зверху вниз, починаючи з одиниці. Усі 

величини, які відносяться до k -го шару, будемо позначати нижнім індексом k . 

Якщо це не призводитиме до неоднозначності, то індекси опускатимемо. В 

кожному шарі введемо локальну декартову систему координат kkk zxO  так, як 

показано на рис. 1. 

Граничні умови задачі: 

( ) ( )xf,xz =01σ , ( ) ( )xg,xxz =01τ , ( ) ( )xf
~

h,x nzn =σ , ( ) ( )xg~h,x nxzn =τ , (1) 

Умови спряження шарів: 

( ) ( )kzkzk h,x,x σσ =+ 01 , ( ) ( ) ( )kzkkkkk h,xrh,xw,xw σ+=+ 01 ,  (2) 

( ) ( ) ( )kxzkkkkk h,xmh,xu,xu τ+=+ 01 , ( ) ( )kxzkxzk h,x,x ττ =+ 01 ,  (3) 

де 0≥km , 0≥kr  – дотичні та нормальні коефіцієнти пружних зв’язків 

відповідно. 
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Рис.1 

 

Для кожного з шарів плити виконуються рівняння Ламе та закон Гука. 

Вважатимемо, що всі напруження та переміщення задовольняють умовам 

існування одномірного інтегрального перетворення Фур’є по змінній x  (для 

будь-якого khz∈ ):  
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характерні величини ( [ ] мl = , [ ] ПаM = ). У подальшому тильди опускатимемо. 

Всі міркування та розрахунки проводитимемо з безрозмірними величинами. 
 

3. Метод розв’язання 

У просторі трасформант Фур’є напруження та переміщення в шарі можна 

представити у вигляді лінійної комбінації допоміжних функцій ( )ξαk , ( )ξβk , 

( )ξγ k , ( )ξδk , які пов’язані з трансформантами напружень та переміщень точок 

верхньої межі k -го шару такими співвідношеннями: 

( )0,zkk ξσα = , ( )0,Wkkk ξµβ = , ( )0,Skkk ξµγ = , ( )0,
p

i
xzkk ξτ

ξ
δ −= , (5) 

де ( ),z,uiS kk ξξ−=  ( )z,wpW kk ξ= , ||p ξ= . 

Вирази для обчислення трансформант напружень і переміщень у шарі, як 

показано в [10], мають вигляд: 

( ) ( )( ) ( ) ++−+−−= βωαωωξµ pzchpzshpzpzchpzpzshz,W 222  

( )( ) δωγωω pzshpzpzchpzpzsh −−−+ 12 ,     (6) 

( ) ( )( ) ++−+= βωωαωξµ pzchpzpzshpzshpzz,S 122  

( ) ( )( )δωωγω pzchpzpzshpzchpzshpz +−+++ 22 ,  (7) 

( ) ( ) ( ) −−+−= βωαωξσ pzchpzpzshpzshpzpzchz,z 2  

( )( )δωωγω pzchpzpzshpzshpz +−−− 12 ,     (8) 

( ) ( )( ) +++−−=− − βωαωωξτξ pzshpzpzchpzpzshz,pi xz 211  

( ) ( )δωγω pzshpzpzchpzchpzpzsh ++++ 2 ,    (9) 

де ( )νω −= 150, . 

Отже, для визначення напружень і переміщень в k -му шарі необхідно знати 

чотири допоміжні функції kα , kβ , kγ , kδ . 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують допоміжні функції 

сусідніх шарів плити. Розглянемо спільну межу k -го та 1+k -го шарів. 

Рекурентні співвідношення, які пов’язують допоміжні функції сусідніх шарів 

мають вигляд [9]: 

kkkkk TT βαα 12111 +=+ ,        (10) 

( ) ( ) kkkkkkk NTTNTT βαβ 122211211 +++=+ ,     (11) 

де 
1+

=
k

k
k µ

µ
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Уведемо фіктивний шар з номером 1+n . Запишемо умови на спільній межі n -го 

та 1+n -го шарів: 

( ) ( )nznzn h,x,x σσ =+ 01 , ( ) ( )nxznxzn h,x,x ττ =+ 01 . 

Застосуємо до останніх співвідношень пряме перетворення Фур’є. Із 

використанням співвідношень (5), (8), (9) запишемо їх у матричному вигляді: 

nnnnn TT βαα 12111 +=+ .        (13) 

Виразимо вектор 1+nα  через вектори nα  та nβ , потім через вектори 1−nα  та 

1−nβ  і так далі до kα  та kβ : 

( )[ ] +++=+= −−−−+ 1111121121111112111 nnnnnnnnnnn NTTTTTTT αβαα  

( )[ ] K=+++ −−−− 11121221211211 nnnnnn NTTTTT β  

Із вище наведеного випливає, що вектор 1+nα  є лінійною комбінацією векторів 

k
б  та kβ , а, отже, вектор kβ  можна представити у вигляді лінійної комбінації 

векторів kα  та 1+nα : 

1++= nkkkk BA ααβ ,        (14) 

де матриці kA  та kB  – матриці податливості багатошарової плити за 

термінологією [7]. 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують матриці податливості 

сусідніх плит. Для шару з номером n  мають місце співвідношення: 

1++= nnnnn BA ααβ . 

Із співвідношення (13) отримуємо  

1
1

1211
1

12 +
−− +−= nnnnnn TTT ααβ . 

Оскільки два останні співвідношення мають збігатися для будь-яких nα  та 

1+nα , маємо 

nnn TTA 11
1

12
−−= , 1

12
−= nn TB .        (15) 

Перейдемо до побудови співвідношень, які пов’язують матриці податливості 

k -го та 1+k -го шарів. З одного боку із співвідношень (11) та (14) отримуємо 

( ) ( )( )=++++= ++ 1122211211 nkkkkkkkkk BANTTNTT αααβ  
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( )( ) ( ) 1122212221121 ++++++= nkkkkkkkkk BNTTANTTNTT αα .  (16) 

З іншого боку із співвідношень (14) одержуємо 

( ) =++= ++++ 11121111 nkkkkkkk BTTA αβαβ  

( )( ) =+++= ++++ 11112111 nknkkkkkkk BBATTA αααα  

( ) ( ) 1112112111 ++++ +++= nkkkkkkkkk BBTAATTA αα .    (17) 

Із співвідношень (16) та (17) отримуємо 

( ) ( )kkkkkkkkk NTTTATANTTA 1121111
1

1211222 −−−+= +
−

+ .  (18) 

( ) 1
1

1211222 +
−

+−+= kkkkkk BTANTTB .     (19) 

Якщо коефіцієнти пружних зв’язків покласти рівними нулю, то формули (18) 

та (19) співпадуть із отриманими в [7] для багатошарових плит з ідеальним 

контактом між шарами. Якщо матриця nB  нульова, то побудовані рекурентні 

співвідношення співпадають із побудованими в [9] для багатошарової основи з 

пружними зв’язками між шарами. 
 

4. Чисельні результати 

За допомогою розробленого апарату досліджено вплив пружних зв’язків на 

напруження та переміщення в точках нижньої межі верхнього шару двошарової 

плити. Розрахунки наведено для двошарової плити з такими характеристиками: 

121 == hh , 3021 ,==νν , 11 =µ , 22 =µ . До верхньої та нижньої меж плити 

прикладені нормальні зосереджені навантаження, дотичні навантаження відсутні 

( ) 101 =,xzσ , ( ) 001 =,xxzτ , ( ) 122 =h,xzσ , ( ) 022 =h,xxzτ . 

Номери графіків на рисунках вказують на величини коефіцієнтів пружних 

зв’язків при яких проводились розрахунки (таблиця 1). 
 

Таблиця 1 

Номер 

графіка 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

m  0 0,01 0,1 1 10 0 0 0 0,1 1 10 

r  0 0,01 0,1 1 10 0,1 1 10 0 0 0 
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Рис. 2. Нормальні напруження у точках нижньої межі  

верхнього шару двошарової плити 
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Рис. 3. Дотичні напруження у точках нижньої межі 

верхнього шару двошарової плити 
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Рис. 4. Горизонтальні переміщення точок нижньої межі 

верхнього шару двошарової плити 

 

5. Висновки 

Із графіків, наведених на рис. 2–4, можна зробити такі висновки: 

– при одночасному спрямуванні коефіцієнтів пружних зв’язків до нуля ми 

отримуємо результати, які відповідають ідеальному контакту між шарами; 

– одночасне збільшення величин коефіцієнтів пружних зв’язків призводить до 

зменшення нормальних 1zσ  і дотичних 1xzτ  напружень; 

– вплив дотичних пружних зв’язків на розподіл нормальних напружень менш 

суттєвий, ніж нормальних пружних зв’язків, для дотичних напружень 

спостерігаємо обернений ефект. 
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