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Числово-аналітичне узагальнення методу сумарних зображень 

розв'язання одного класу нелінійних крайових задач 
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Рівненський державний гуманітарний університет, Україна 

Національний університет водного господарства та природокористування, Україна 

На основі синтезу числових методів комплексного аналізу і числово-аналітичних 

представлень розроблено ефективний конструктивний підхід до розв'язання 

нелінійних еліптичних крайових задач для криволінійних областей, обмежених 

лініями течії і еквіпотенціальними лініями. Числово-аналітичні представлення 
розв'язків отримано шляхом поєднання числових (різницевих) і аналітичних 

методів (розщеплень, інтегральних представлень тощо), які є узагальненням 

методів сумарних зображень на випадок розв'язування модельних нелінійних 

задач, що описують стаціонарні процеси фільтрації у криволінійних плоских 

пластах, провідність яких є функцією від потенціалу поля. 

Ключові слова: конформне (квазіконформне) відображення, метод сумарних зображень, 

числово-аналітичне представлення, нелінійна крайова задача, динамічна сітка. 

На основе синтеза численных методов комплексного анализа и численно-

аналитических представлений разработан эффективный конструктивный подход 

к решению нелинейных эллиптических краевых задач для криволинейных 

областей, ограниченных линиями тока и эквипотенциальными линиями. 

Численно-аналитические представления решений получены путем сочетания 

численных (разностных) и аналитических методов (расщеплений, интегральных 

представлений и т. д.), которые являются обобщением методов суммарных 

представлений на случай решения модельных нелинейных задач, описывающих 

стационарные процессы фильтрации в криволинейных плоских пластах, 

проводимость которых является функцией от потенциала поля. 

Ключевые слова: конформное (квазиконформное) отображение, метод суммарных 

представлений, численно-аналитическое представление, нелинейная краевая задача, 
динамическая сетка. 

The efficient constructive approach to solving of nonlinear elliptic boundary value 

problems for curvilinear domains bounded by lines of flow and equipotential lines was 

developed on the basis of syntheses of the numeric methods complex analysis and 

numerical-analytical representations. Numerical-analytical representations of solutions 

was obtained by combining the numerical (finite-difference) and analytical methods 

(splitting, integral representations, etc.) which are a generalization of the method of 

summary representations for case solving of  model nonlinear problems that describes 

the stationary filtration process in curvilinear plane layers with conductivity that is the 

function of the field potential. 

Key words: conformal (quasiconformal) mapping, method of summary representations, 
numerical-analytical representation, nonlinear boundary value problem, dynamic grid. 

 

1. Вступ 

На даний час з використанням ідей методів квазіконформних відображень та 

поетапної фіксації характеристик процесу і середовища розроблено 

конструктивний підхід до моделювання квазіідеальних полів для криволінійних 

областей, обмежених лініями течії і еквіпотенціальними лініями (див., напр., [1, 

2]), що є основою для вивчення процесів фільтрації, конвекції, масообміну, 

дифузії у неоднорідних пористих пластах [3]. У роботах [4-5] запропоновано 
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більш ефективну обчислювальну технологію, що поєднує числові методи 

комплексного аналізу із числово-аналітичними методами сумарних зображень 

[6-8], використання яких дає можливість у комплексі на кожному ітераційному 

кроці враховувати вплив не тільки навколишніх, а і всіх внутрішніх і граничних 

вузлів і, отже, суттєво пришвидшує досягнення спряженості відповідних 

шуканих гармонічних функцій. У даній роботі шляхом синтезу числових 

(різницевих) і аналітичних методів (розділення змінних, інтегральних 

представлень тощо [9]) методи сумарних зображень узагальнено на випадок 

розв'язання модельних нелінійних задач, що описують стаціонарні процеси 

фільтрації у криволінійних плоских пластах, провідність яких є функцією від 

потенціалу поля. 
 

2. Постановка задачі 

Розглянемо стаціонарний процес фільтрації в криволінійній області zG  

( )iyxz += , обмеженій лініями течії ( ){ }0= : 10 yx,fzL = , ( ){ }0= : 3
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Обернена до (1) крайова задача на квазіконформне відображення 

+== ),()( ψϕω xzz ),( ψϕiy  області ωG  на zG  при невідомій витраті Q має 
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і є еквівалентною задачі [1]: 
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3. Числово-аналітичні представлення розв'язків 

Числово-аналітичний підхід до розв'язання нелінійної задачі (3) 

сконструйовано з використанням ідеї поетапної фіксації її окремих параметрів 

шляхом поєднання числових (скінченно-різницевих) і аналітичних (розділення 

змінних, інтегральних представлень тощо) методів, які є узагальненням методів 

сумарних зображень. 
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При фіксованих (заданих) початкових значеннях невідомої величини γ  (або 
шуканої витрати Q ) та функцій x  і y  у граничних вузлах сіткової області 

,, ,0,0 jj yx  ,, ,1,1 jmjm yx ++  ,, 1,1, ++ nini yx  
0,0, , ii yx

 з урахуванням крайових 

умов (4), наближення значень функцій x  і y  у внутрішніх вузлах сіткової 

області знаходимо як розв'язки наступних задач: 
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Розв'язок задачі (6) шукатимемо у вигляді: 
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а функція ),( ψϕv  є розв'язком наступної крайової задачі: 





====

∈=

,0),(,0)0,(),(),(),(),(

,),(),,(

2
*

1* Qvvvvvv

GFv

ϕϕψψϕψψϕ
ψϕψϕ ω

L    (8) 

де 








∂
∂

∂
∂

−=−=
ϕ
ψϕ

ϕκϕ
ψϕ

),(

)(

1
),(

u
uF
L

, ),()()( *11 ψϕψψ uxv −= , 

),()()( *
22 ψϕψψ uxv −= . 

Використовуючи метод розділення змінних, розв'язок задачі (8) шукатимемо 

у вигляді ряду: 

∑
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де функції )(ϕpΦ  є розв'язками задачі: 
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Скінченно-різницевий аналог задачі (10) будуємо за методом балансу 

(інтегро-інтерполяційним методом), що забезпечує другий порядок точності, 

збіжність і стійкість отриманої різницевої задачі [10]: 
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Розв'язок (11) представляється у вигляді [10]: 
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G
++=Φ νµ ,        

де pp BA ,  – деякі сталі, що визначаються із крайових умов; ipip ,, ,νµ  – лінійно-

незалежні розв'язки системи однорідних рівнянь, які можуть бути отримані із 

рекурентних співвідношень: 
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 – частковий розв'язок системи неоднорідних рівнянь із нульовими 

крайовими умовами: 
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Значення ),( ψϕF , pp vv 21 ,  у вузлах сітки визначаються за формулами: 
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трансформацій [6-8]. 

Тоді загальний розв'язок задачі (8) у вузлах сіткової області γ
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a загальний розв'язок задачі (6): 
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Аналогічно, розв'язок задачі (7) знаходимо вигляді: 
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  (13) 

 

4. Алгоритм 

Алгоритм розв'язання задачі (3) є аналогічним до [4-5] і в загальному вигляді 

може бути описаний наступним чином. Задаємо кількість nm×  вузлів розбиття 

сіткової області γ
ωG , параметр ε , що характеризує точність наближення 

розв’язку відповідної різницевої задачі та бажаний рівень квазіконформності 

відображення *δ , нульове наближення невідомої величини γ  (або шуканої 
витрати Q ), початкові наближення значень функцій x  і y  у граничних вузлах 

(координати граничних вузлів динамічної сітки) так, щоб виконувались умови 

(4) і обчислюємо за формулами (12), (13) початкові наближення значень функцій 

x  і y  у внутрішніх вузлах (координати внутрішніх вузлів динамічної сітки). 

Знаходимо значення γ  і Q  за формулами: 
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Після цього, уточнюємо координати граничних вузлів (4), (5) і обчислюємо 

нове наближення координат внутрішніх вузлів за формулами (12), (13); 

знаходимо γ  та Q  за (14). 

Наприкінці кожної ітерації перевіряємо виконання умов стабілізації 

координат граничних вузлів, якщо величина зміщення вузлів на границі за 

проведену ітерацію більша за ε , то повторюємо перерахунок параметрів задачі. 
У протилежному випадку зупиняємо ітераційний процес і оцінюємо ступінь 

квазіконформності δ  отриманого відображення області комплексного 
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потенціалу на фізичну область. Якщо *δδ ≤ , то вважаємо, що задача розв’язана 

із необхідною точністю, інакше, збільшуємо кількість вузлів розбиття області чи 

змінюємо співвідношення між m  і n  (значення параметрів m  і n  доцільно 

задавати так, щоб виконувалася умова 1≈γ , що з геометричної точки зору є 

умовою близькості сітки до квадратної) та повторюємо кроки алгоритму. 

 

5. Часткові випадки 

Часткові випадки функції ( )ϕκ  дозволяють значно спростити вигляд формул 

(12), (13) чи навіть отримати розв’язки задач (6), (7) у аналітичному вигляді, що 

значно покращує ефективність вищенаведеного алгоритму.  

Зауважимо, що формули (12), (13) є узагальненням класичних формул 

сумарних зображень [6-8] на випадок задач типу (6), (7): якщо покласти 

( ) 1=ϕκ , то формула (12) ((13) – аналогічно) матиме вигляд: 
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де i
p

i
p νµ ,  – розв'язки системи однорідних рівнянь (11), що визначаються як 

корені характеристичного рівняння 0122 =+− rr pη : 12 −+= ppp ηηµ , 

12 −−= ppp ηην , pp λγη 21+= . 

У випадку σϕϕκ e=)(  формула (12) також матиме вигляд схожий на 

класичну формулу сумарних зображень (15) із деякими модифікаціями: 
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У випадку K,2,1,)( ±±== kkϕϕκ  в (10) маємо диференціальне рівняння 

Бесселя, розв'язки якого можуть бути записані аналітично із використанням 

циклічних функцій [10]: 















+
=Φ

+

±

+

1
)(

1

2
1

2

1

k
J

k
p

k

p

ϕλ
ϕϕ ,         

де 
z

z
zJ

sin2
)(

2
1 π

= , 
z

z
zJ

cos2
)(

2
1 π

=−  – функції Бесселя першого роду. 

 

6. Висновки 

Таким чином, для розв’язання широкого класу нелінійних крайових задач, що 

моделюють стаціонарні процеси фільтрації у пористих пластах, в яких 

коефіцієнт провідності задається як функція від потенціалу поля, 
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сконструйовано ефективний підхід на основі синтезу числових методів 

комплексного аналізу і числово-аналітичних узагальнень методів сумарних 

зображень, що, зокрема. суттєво пришвидшує досягнення спряженості 

відповідних шуканих гармонічних функцій і у значній мірі дозволяє уникати 

накопичення обчислювальних похибок та є зручним для комп'ютерної реалізації. 

Перспективою досліджень є поширення запропонованого підходу до 

прогнозування процесів, описаних у роботі [11]. 
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