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Some distributions related to pseudo differential equations in multidimensional 

domains with cuts are considered. The concrete calculations are done for certain 

canonical domains, which will lead in future to theory of pseudo differential equations 

and boundary value problems in domains with low dimensional singularities. 

1. Теория псевдодифференциальных операторов насчитывает не более 

полувека [3, 4, 7-10, 17-22], однако молодой ее не назовешь, поскольку основные 

достижения приходятся на 60-70 годы прошлого столетия. Главные успехи 

”псевдодифференциальной теории” заключены в построении символического 

исчисления  псевдодифференциальных операторов и краевых задач для 

псевдодифференциальных уравнений на многообразиях с гладким краем. 

На многообразиях с негладким краем единой точки зрения на эти вопросы, 

похоже, нет, и автор предложил и предлагает свою точку зрения (пока для 

эллиптических уравнений, хотя затрагиваются уже и параболические [26], [28]), 

связанную с понятием волновой факторизации символа [5, 11,23]. Наличие 

волновой факторизации символа эллиптического оператора в особой точке (типа 

конуса или ребра) позволяло дать общую картину разрешимости модельного 

псевдодифференциального уравнения, на основе которой можно было выделить 

корректные постановки краевых задач. Аналогичные вопросы возникают и в том 

случае, когда граница содержит негладкие компоненты меньшей размерности 

(см., например, [22] в случае гладких компонент и дифференциальных 

операторов), и настоящая работа – первый шаг в этом направлении. 

 

2. Начнем с двумерного случая. Задача заключается в выяснении того, что 

представляет собой в образах Фурье оператор умножения на  

характеристическую функцию, например, положительной части оси y . 

Аналитическая запись этого мультипликатора  

( )
1, 0, 0,

,
0, в остальных случаях

x y
m x y

= >
= 


           

Априори ясно, что такой мультипликатор в образах Фурье – это свертка с 

обобщенной функцией, причем однородной степени – 2, коль скоро функция 

( ),m x y однородна степени нуль (по этому поводу см.[6-10]), и, следовательно, 

ее можно считать определенной на единичной окружности, которую упомянутая 

полуось прокалывает в единственной точке – ”северном полюсе”. 

Прием применяется стандартный – мультипликатор ( ),m x y  ”размазывается” 

по углу раствора α , находится соответствующая обобщенная функция (вообще-
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то, она уже найдена; см. ядра Бохнера, например, в [12, 13]), а затем – переход к 

пределу при 0α → . 

Замечание. В работе автора [11] был введен оператор Гахова G , который 

определялся с выходом в комплексную плоскость. Конечно, было бы 

желательно дать определение в действительных переменных, и для этого 

придется особенность вырезать специальным образом. Так, если вспомнить 

двумерное преобразование Гильберта, то там особенность вырезается ”крестом”. 

В случае двумерного оператора Гахова, вероятно, это надо делать с помощью 

каких-то ”гиперболических” вырезов. Не хочется останавливаться на этом 

подробнее (оператор Гахова работает хорошо); однако см. по этому поводу [14]. 

Угол раствора α  – это множество ( ){ }, : ,x y y a x a ctgα> = , и, таким 

образом, нужная асимптотика ( )0α → – это a → ∞ . Обобщенная функция, 

соответствующая угловому мультипликатору – это функция 
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где ( ) ( )1 2, ,ξ ξ ξ δ ξ= – дельта-функция Дирака. 

Остается найти 
2 2 2 2
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 (пишу так для краткости) в смысле 

обобщенных функций. Пусть ( ) ( )2
RS∈ξϕ  (класс Шварца бесконечно 

дифференцируемых быстро убывающих на бесконечности функций), 
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Переходя к пределу, получаем 
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Вычислим внутренний интеграл. Подынтегральная функция четная 
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Учитывая это в (2), получаем 

( ) ( )
1

1

1
212

2
22

1

21

2
22

0,

2

,

2
lim ξ

ξ

ξϕ

π
ξξ

ξξ

ξξϕ

π
d

i
dd

a

a

RR
a

∫∫ =
−∞→

      (3) 

Соотношение (3) для обобщенных функций означает, что 
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( )22 2 2 2
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a
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= Ρ ⊗

−
         (4) 

где обозначение функционала Ρ  заимствовано из книг В. С. Владимирова [1,2], 

а ⊗  обозначает прямое произведение обобщенных функций. 

Итак, обобщенная функция (4) – это то, что в образах Фурье соответствует 

полубесконечной трещине (разумеется, с добавкой 
1

( )
2

δ ξ ). Чтобы 

проконтролировать себя, найдем другую асимптотику функции (1) – при 0a → . 

То, что получится, должно соответствовать полуплоскости 0y >  (вместо 

”точки” – ”верхняя полуокружность”); этот результат есть с чем сравнивать. 

Нетрудно сообразить, что положив 1/ 2b = , вопрос можно свести к 

следующему счету: 
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или, в обобщенных функциях, 
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что полностью совпадает с тем, что было известно для полуплоскости (см. [3,4]). 

Теперь о трещине в многомерном пространстве. Нас интересует асимптотика 

функции (см. [11]) 
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где ( )1 1, , ,mξ ξ ξ −′ = ΓK – гамма-функция Эйлера. 

Трещина – это когда a → +∞ , полупространство 0mx > , когда 0.a →  

Трещина: 
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Вычислим внутренний интеграл 
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Здесь следует различать случаи четных и нечетных m . Начнем с нечетной 

серии 3,5,7,...m = . С помощью соответствующей формулы из [15] можно 

написать 
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Для удобства обозначим 
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( 3 5 71, 4 / 3, 6 / 5b b b= = =  и т. д.). 

Таким образом, для нечетных номеров m  
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В обобщенных функциях соотношение (7) будет выглядеть так: 
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Смысл обозначения 
1
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 я разберу позднее. 

Четная серия 2,4,6,... .m = Воспользовавшись формулой [15] и обозначив 

/ 2m k= , имеем: 
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или, произведя вычисления, 

( ) ( ) ( )2 2 2 12 2
0 0

2 3
, 2,3,... ,

2 1
k k

d t k d t
k

k tt ξ ξξ

+∞ +∞

−

−
= =

′− ′ −′ −
∫ ∫     

получим рекуррентную формулу. 

В плоском случае ( 2m = ) согласно уже произведенным вычислениям имеем: 
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Следовательно, 
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что, в конце концов, позволяет написать общую формулу 
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или, вспомнив, что / 2k m= , 
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Обозначим для краткости и удобства 
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( 4 6 81, 3/ 2, 5 / 2,c c c= = =  и т. д.) и запишем для четных номеров 
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или в обобщенных функциях 
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Наконец, желательно проконтролировать себя и просчитать обобщенную 

функцию для полупространства ( )0 0mx a> →  
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Вычислим внутренний интеграл, переходя к сферическим координатам: 
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где 1mω −  – площадь поверхности единичной сферы в ( )1m − - мерном 

пространстве; 
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 (см., например, [16]). 

С помощью соответствующей формулы из [15] получим ( 4m ≥ ) 
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Таким образом, если обозначить 
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Вычисляем: 3m =  
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(на самом деле c  – это 0!c i+ ); 4m = ; применяем рекуррентную формулу (13), 
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 
   

( ) ( )8 6

5 5 3
.

6 6 4 4

i
c c

c

π  
Ι = − Ι = − − −  

  
   

 

Следовательно, можно написать ( )5m ≥  

 

( )

( )

3 5 2 1
... , нечетное,

2 4 3

3 5 3
... , четное.

2 4 4 4

m

m

m m
c m

m m c

m m i
c m

m m c

π

 − −    
Ι = − − − −     − −     


− −     Ι = − − − − −      − −     

    

 

С учетом всего этого 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) mmmmm

m

m

R

m

m

ma
d

t

m

a

dma

m

ξξξϕ
ω

πξξ

ξξϕ

π
∫∫

+∞

∞−

−

++→
Ι

Γ
=

−′

Γ
,0,...,0

2

2/

2

2/
lim 1

2

22/
222

2

20
  

( ) ( )
3/ 2

0,...,0,/ 2
,

1

2

m m

m
m m

dm
d

m
i

ϕ ξ ξ

ξ
π

+∞

−∞

Γ
=

− 
Γ 
 

∫    (14) 

где 
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1, 3,

, 4,
2

3 5 2
... , 5 нечетное,

2 4 3

3 5 3
... , 5 четное.

2 4 4 4

m

m

i
m

m md
m

m m

m m i
m

m m

π

π

− =

− =



− −=      − − − ≥     − −    


− −     
− − − − >      − −     

    

Формула (14) в обобщенных функциях будет выглядеть так: 

( )

( )
( )

( )/ 2
2 2 2

1
20 3/ 2

2

/ 2 / 2 1
lim .

1
2

2

m

m

m

ma a m m

a m m d

m
i

ξ ξ

δ ξ
ξ

ππ
+→ ′ −

Γ Γ
′= ⊗ Ρ

− 
Γ 
 

  (15) 

Отсюда уже видно, что (15), с точностью до постоянной, дает известную 

формулу для полупространства. Следовательно,  

( )
3/ 2

/ 2 1
.

1 2

2

m

m

m d

m i
i

π
π

Γ
=

− 
Γ 
 

           (16) 

Соотношение (16) легко проверяется для 3,4,5,6.m =  

 

3. Здесь  речь пойдет об асимптотиках, связанных с многогранным углом, 

точнее, с его простейшим вариантом – пирамидой. 

Область, связанная с такой пирамидой, определяется неравенством 

3 1 2 ,x a x b x> +  содержащим два параметра ,a b , которые отвечают за длину 

соответствующих осей. Если эти параметры устремлять к 0  или к ∞ , можно 

получить другие типы особенностей. 

Обобщенная функция, соответствующая такой пирамиде, – это [11] 

( )
( ) ( )( )

3
, 1 2 3 3 2 2 2 2 2 2

1 3 2 3

4
, , .

2
a b

iab
K

a b

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξπ
=

− −
       

1) const,a b= → ∞  (интуитивно ясно, что должна получиться особенность 

типа бесконечной трещины в отличие от полубесконечной из п. 2): 
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tab =1ξ  
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Вычислим внутренний интеграл 
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.
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2222
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t
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Выражение в скобках справа вычислялось в п. 2: 

2 2 2 2
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2 .
d t d t i

t t
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ττ τ
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Тогда 
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и, таким образом, 
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В обобщенных функциях 

( ) ( )( )

( ) ( )

3

3 2 2 2 2 2 2
1 3 2 3
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1 3

2
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1
.

2

i ab

a bb

i

ξ

π ξ ξ ξ ξ

δ ξ δ ξ
π ξ
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=

= ⊗ Ρ ⊗
              

2) , consta b→ ∞ = . 

Проведя аналогичные вычисления, можно получить формулу (напишу ее 

только в обобщенных функциях): 
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3) cost, 0a b= = (двугранный угол). 
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т.е.       
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1 3 2 3

4
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2
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b

i ab
K

a b

ξ
δ ξ ξ ξ
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(см. формулу (1)). 

Аналогично, ( 0, consta b→ = ), 
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ξ
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Кроме этого, с учетом проделанных вычислений и результатов п. 2 следует 

( ) ( ) ( )
3

3 2 2 2 2 2 20
1 3 2 30

4
lim

2a
b

i ab

a b

ξ

ξ ξ ξ ξπ→
→

=
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( ) ( )1 2

3

1 1
, , .

2 i
δ ξ ξ ξ ξ

π ξ
′ ′= ⊗ Ρ =     

Последний результат соответствует полупространству 3 0x > . 

В заключение хотелось бы отметить следующее. Из приведенных 

вычислений и полученного вида обобщенных функций с учетом более ранних 

результатов автора [5, 23] вполне реально просматривается возможность 

построения теории эллиптических псевдодифференциальных уравнений и 

краевых задач в многомерных областях с «тонкими» особенностями, причем и в 

этом случае концепция волновой факторизации будет играть ключевую роль. 

Некоторые  варианты использования такого подхода приведены в [24, 25, 31,32]. 

Анонс результатов этой работы есть в [29, 30]. 
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