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Некорректность задачи с отходом от характеристики для 

вырождающихся многомерных гиперболических уравнений с 

оператором Геллерстедта 

Т. Т. Шерияздан 
Актюбинский государственный университет им. К.Жубанова, Казахстан 

В работе для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений с 

оператором Геллерстедта рассматривается задача Дарбу с отходом от 

характеристики. Доказана, что эта задача имеет бесчисленное множество 

решений. 

Ключевые слова: многомерные гиперболические уравнения, отход от характеристики, 

краевая задача, оператор Геллерстедта 

Для багатовимірних гіперболічних рівнянь,що вироджуються, з оператором  

Гелерстедта, розглядається задача Дарбу з відходом від характеристик. 

Доведено, що ця задача має нескінченну множену роз в’язків. 

Ключеві слова: багатовимірні  гіперболічні рівняння,   відхід від характеристик, крайова  
задача, оператор Гелерстедта 

In work for degenerating multidimensional hyperbolic equations with Gellerstedt 

operator it is considered problem Darboux with departure from characteristics. It is 

proved that this problem has an uncountable ensemble of the solutions. 

Key words: multidimensional hyperbolic equations, departure from characteristics, boundary 

value problem, Gellerstedt operator 

 

В [1,2]  для уравнения колебания струны изучалась краевая задача с отходом 

от характеристики, где обращено внимание на изучение таких задач для 

гиперболических уравнений. 

Пусть βD  – конечная область евклидова пространства 1+mE  точек 

),,...,( 1 txx m , ограниченная плоскостью 0=t  и при 0>t  коноидами 
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где xr =  - длина вектора ( )mxxx ,...,1= , а 0>= constp , 

( ) ( )βββ ++−=<=< 11,10 001 rrrconst . Части этих поверхностей, образующих 

границу βD∂  области βD , обозначим через 10 ,,, SSSS β  соответственно. 

В области βD  рассмотрим вырождающиеся многомерные гиперболические 

уравнения 
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ux∆  –  оператор Лапласа по переменным  2,.,..,1 ≥mxx m .  

Заметим, что поверхности 10 , KK  являются характеристиками уравнения 

(1). 

В качестве многомерных аналогов краевых задач с отходом от 

характеристики рассмотрим следующую задачу. 

Задача 1.  Найти в области βD  решение уравнения (1) из класса 

( ) ( ),2
ββ DСDC ∩  удовлетворяющее краевым условиям 
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которая как отмечена в [3] на плоскости возникает при исследовании 

трансзвуковых проблем. 

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат txx m ,.,..,1  к 

сферическим  ,0,20,0,,,...,, 111 πθπθθθ ≤≤<≤≥− im rtr .,..,3,2=i .1−m  

Пусть  βΩ  –  проекция области βD  на плоскость ( )tr,  с границами  
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( ){ }θk
mnY ,  - система линейно независимых сферических функций порядка  n , 

( ) ( ) ( ),22!3!!2,1 −+−+=−≤≤ mnmnknmkk nn ( ),...,, 11 −= mθθθ ( ),2 SW l      

...,1,0=l  - пространства Соболева. 

Имеет место ([4]) 

Лемма.   Пусть ( ) ( )., 2 SWrf l∈θ  Если ,1−≥ ml  то ряд 
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а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка ,1+−≤ mlр  

сходятся абсолютно и равномерно. 
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обозначим коэффициенты разложения ряда (4), соответственно функций 
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Введем множество функций 
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Пусть 1,,...,2,1),()(),(),,(),,( 2 +≥=⊂∈ mlmiDCDWtxctxbtxa l
i ββ  и 

( ) ( ) ( ) ( ),,,,,, 33 θνθνθτθτ rrrrrr ∗∗ == ( ) ( ),,, 2
0 θσθσ rrr ∗=  ( ) ( ) ( ),,,, SBrr l∈∗∗ θνθτ  

( ) ( ) ( ) ( )11 ,,, SBrSBr ll ∈∈ θσθσ ββ . 

Тогда справедлива 

Теорема.  Задача 1 имеет бесчисленное множество решений. 

Доказательство. Сначала рассмотрим задачу (1), (2). В сферических 

координатах уравнения (1) имеет вид ([5,6]) 
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При этом известно ([4]), что спектр оператора δ  состоит из собственных 

чисел ,...,1,0),2( =−+= nmnnλ  каждому из которых соответствует nk  

ортонормированных собственных функций ( )θk
mnY , . 

Так как искомое решение задачи (1), (2) принадлежит классу 

( ) ( ),2
ββ DСDC ∩  то его можно искать в виде: 
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где ( )tru k
n ,  - функции, которые будут определены ниже. Подставив (6) в (5), 

умножив затем полученное выражение на 0)( ≠θρ  и проинтегрировав по 

единичной сфере H , для k
nu  получим ([5,6]): 
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Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений 
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Нетрудно убедиться, что если { } ,...1,0,,1, == nkku n
k
n - решение системы (8)-

(10), то оно является и решением уравнения (7). 

Далее, учитывая ортогональность сферических функций )(, θk
mnY  ([4]), из  

краевых условий (2), (3), с учетом леммы, соответственно запишутся в виде: 
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Таким образом, задача 1 сведена к системе краевых задач с отходом от 

характеристики в области βΩ  для уравнений (8)-(10). Теперь будем находить 

решение этих задач.  

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)-(10) можно 

представить в виде 
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где ),( trf k
n  определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 

0),(1
0 ≡trf . Выполнив в (13) замену переменных  ( ) ( ) ),(, 21 trurtru k

n
mk

n ⋅= −  и 

положив затем   2/)2(
0

2

2
, pt

p
xrr +

+
== , получим 

( )( )[ ]
,),(

4

431
0,,2,,,

00
xrfu

r

mm
uuuL k

n
k

n
nk

xnx
k

nrr
k

n αααααα
λ

=
−−−

+−≡   ( α14 ) 

( ) .
1

,
1

,,1
2

2
0

1
0

2
02/)1(

0,





















−









−

=<
+

=<
−−

−
αα

α αα
α

x
rf

x
rxrf

p

k
n

mk
n  

При этом краевые условия (11), (12) запишутся в виде 
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Наряду с уравнением ( α14 ), рассмотрим уравнение 
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Как показано в [5,6], существует следующая функциональная связь между 

решениями задачи Коши для уравнений  ( )α14  и ( )014 . 
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при 0>α  является решением уравнения  ( )α14  с условием (17). 
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то при 10 << α   функция 
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является решением уравнения  ( )α14  с начальными данными 
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Лиувилля ([7]), а 0≥q  – наименьшее целое число, удовлетворяющее 

неравенству .122 −≥+− mqα  
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Теперь будем решать задачу ( )α14 , (15). Ее решение ищем в виде 

( ) ( ) ( ),,,, 0
2,
,0

1,
,0, xruxruxru k

n
k

n
k

n ααα +=   где  ( )0
1,
, , xru k
nα  - решение задачи Коши 

( )α14 , (17), а ( )0
2,
, , xru k
nα  - решение краевой задачи для уравнения  

02,
, =k
nuL αα                                                    (22α ) 

с условием 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

....,1,0,,1

,,,,

,0,,,,10,00,

1000
1,
,00

2,
,

0
1,
,0

2,
,

2,
,

==

≤≤+−−=+−

≤≤−=≤≤=

nkk

rrrrrrrurrrrru

rrrrurrrurru

n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

βσβ

σ

αβα

ααα

          (23) 

Учитывая формулы (18), (20), а также обратимость оператора  α
tD0  [7], 

задачи  ( )α14 , (17) и ( )α22 , (23), соответственно сводим к задаче Коши ( )014 , 

(17) и к задаче для 

02,
,00 =k
n

uL                                                   (22 0 ) 

с данными 
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Далее используя утверждение 1 и 2, устанавливается, что задача ( )α14 , (15) 

имеет также бесчисленное множество решений. 

Следовательно, сначала решив задачу (8), (11) ( )0=n , а затем (9), (11) ( )1=n  

и т.д. найдем последовательно все ( ) ,...1,0,,1,, == nkktru n
k
n  

Итак, показано, что 

 

                                                      ( ) 0=∫ LudH

H

θρ .                                                  (25) 

Теперь область βD  разобьем на две области  ,21 βββ DDD +=  
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Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ,2,1,,, == itTrRtrf iii θρθ  причем ( ) 111 , VVrR ∈ - плотна в 
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плотна в ( )102 ,( ttL ,  )()( HC∞∈θρ – плотна в ).(2 HL  Тогда ,),,(1 Vtrf ∈θ  

212 ,),,( VHVVMtrf ⊗⊗=∈θ  – плотна в ),( 12 βDL  21 MHMM ⊗⊗= – плотна 

в )( 22 βDL . 

Пусть далее ( )
( ) ( )
( ) ( )





∈

∈
=

.,,,,,
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22
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Тогда ( ) MVGGtrf ⊗=∈ ,,,θ – плотна в ])8([)(2 βDL . 

Отсюда для  u  из (25) следует, что 

( ) ( ) ( ) ,0,,,,,, 2211

21

=+= ∫∫∫ βββ
βββ

θθθ LudDtrfLudDtrfLudDtrf

DDD

 

и βθ DtrLu ∈∀= ),,(,0 . 
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Таким образом, доказана, что задача (1), (2) имеет бесчисленное множество 

решений вида 

( ) ( ) ( ) ( ),,,, ,
0 1

2/1 θθ k
mn

k
n

n

k

k

m Ytrurtru
n

∑ ∑
∞

= =

−=                               (26) 

где ( )truk
n ,  определяются из двумерных задач. 

Теперь рассмотрим задачу (1), (3) и ее решение также будем искать в виде 

(6). Тогда она сведется к задаче  ( )α14 , (16). Решение задачи ( )α14 , (16) ищем в 

виде  ( ) ( )0
1,
,0, ,, xruxru k
n

k
n αα = ( ),, 0

2,
, xru k
nα+  где ( )0

2,
, , xru k
nα  – решение задачи 

Коши ( )α14 , (21), а  ( )0
1,
, , xru k
nα  – решение краевой задачи для уравнения ( )α22  

с условием 
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     (27) 

Учитывая формулы (20), (18), задачи ( )α14 , (21) и ( )α22 , (27), 

соответственно сведем к задаче Коши ( )014 , (19) и к задаче ( )α22 , (24). 

Таким образом, задача (1), (3) также имеет бесчисленное множество  

решений вида (26), где ( )truk
n ,  определяются из двумерных задач. 

Учитывая ограничения на заданные функции ( ) ( ),,,, θθτ rvr  

( ) ( ),,,,0 θσθσ β rr аналогично [5,6], можно показать, что полученные решения 

( )tru ,,θ  (38) принадлежат искомому классу. 

Теорема доказана. 
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