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УДК 004.942

Об анализе степени упорядоченности динамической
пространственной структуры

И. В. Гущин
Харьковский национальный университет им.В.Н.Каразина, Украина

Обсуждается характер структурных переходов в формировании
пространственной структуры конвективных возмущений в модели  Проктора –
Сивашинского для тонкого слоя жидкости с плохо проводящими границами. В
процессе неустойчивости в пространственном спектре  развивается режим с
обострением, формируя дискретные особенности - узкие спектральные линии.
Отмечается корреляция между разными представлениями о дефектности
развивающейся структуры.
Ключевые слова: модель Проктора-Сивашинского ,структурные переходы, дефектность
структуры.

Обговорюється характер структурних переходів у формуванні просторової
структури конвективних збурень в моделі Проктора - Сівашінського для тонкого
шару рідини з кордонами, які погано проводять. У процесі нестійкості в
просторовому спектрі розвивається режим із загостренням, формуючи дискретні
особливості - вузькі спектральні лінії. Відзначається кореляція між різними
уявленнями про дефектність структури, що розвивається .
Ключові слова: модель Проктора-Сивашинського, структурні переходи, дефектність
структури.

Nature of structural transitions in the formation of the spatial structure of
convective disturbances in the Proctor-Sivashinsky’s model for thin liquid
layer with poorly conducting boundaries is considered.  Regime with peaking in the
process of instability in the spatial spectrum is develops. It forms discrete features-
narrow spectral lines. Correlation between the different concepts of structural defects
is researched.
Key words: Proctor-Sivashinsky model, structural transition, defectiveness of structure

1. Введение
В ряде  задач численного моделирования возникают проблемы с оценкой

степени  упорядоченности возникающих динамических пространственных
структур. Для обсуждения применимости обсуждаемых ниже методов анализа
пространственной упорядоченности воспользуемся хорошо известным
уравнением Проктора - Сивашинского [1,2], описывающим развитие конвекции
в тонком слое жидкости в условиях плохой теплопроводности на границах слоя.
Известно, что  в такой модели существует несколько состояний, одно из
которых (конвективные ячейки) оказалось устойчивым, а второе (конвективные
валы) – нестабильным (см., например,[3]). Более детальное изучение модели [4]
с использованием многомодового описания позволило выяснить, что сначала
возникает квазиустойчивое долгоживущее состояние, которое за достаточно
большое время, значительно большее обратного линейного инкремента
процесса, переходит в устойчивое состояние.
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Рис. 1. Конвективные структуры: валы (а) и квадратные ячейки (b).

В последующей работе [5], было показано, что подобные структурные
переходы представляют собой фазовые переходы второго рода. Наличие таких
явлений представляет интерес не только для изучения конвекции, но и полезно
для понимания  динамики микроструктуры системы при фазовых переходах,
описание которых больше основано на феноменологиях. Вообще говоря, в
данной модели ширина интервала неустойчивости в k - пространстве
представляет собой кольцо - средний радиус которого равен единице, а ширина
порядка величины относительной надпороговости 1 . В процессе
неустойчивости в пространственном спектре  развивается режим с обострением,
формируя дискретные особенности -  узкие спектральные линии. Последняя
стадия этого процесса, обеспечивающая реализацию пространственной
структуры, и является предметом рассмотрения в данной работе.

 В настоящей работе рассмотрим процесс формирования устойчивого
состояния (конвективные ячейки) и обсудим возможные методы анализа
степени упорядоченности формируемой структуры.

2. Постановка задачи и математическая модель
Если число Релея Ra превышает критическое значение thrRa , то есть

)1(  thrRaRa , в слое жидкости между плохо проводящими тепло
горизонтальными поверхностями (вдоль оси z) возникает трехмерная конвекция
(см., например, [5]), описываемая уравнением Проктора – Сивашинского [1,2],
которое определяет динамику температурного поля  этого процесса в
горизонтальной плоскости (x,y):

  f22222

3
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где f- внешний аддитивный шум, , определяющая превышение порога развития
конвекции, считается достаточно малой и положительно определенной
величиной. В этих условиях решение можно искать в форме
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. Перенормируя единицу времени 2 , для медленных амплитуд aj

получим эволюционное уравнение [3]:
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где коэффициенты взаимодействия определены соотношениями
    22

cos21)32(21)3(2=  jiij kkV


, (4)

 где  - угол между векторами ik


 и jk


, а 1=jjV .
Картина температурного поля в каждой  точке поля в интервале -Lx/2 <

x<Lx/2, -Ly/2 < y< Ly/2  определяется величиной 





Nn

Nn
mn mySinnxSina )2()2(,  ,

где sNCosn  , sNSinm  ) - целые числа, причем 222 mnN  .

3. Результаты численного моделирования
Численный анализ уравнения (3) показывает, как происходит развитие

возмущений в системе [4,6]. Из начальных флуктуаций быстро возбуждается
широкий спектр по  . Значение квадратичной формы этого спектра  j jaI 2

можно оценить, приравняв правую часть (3) нулю, при этом получим значение
близкое к 0,75.

В случае большого числа мод при высокой точности расчетов система
задерживается в своем развитии, оставаясь в динамическом равновесии [4, 7].
Для дальнейшего развития – «кристаллизации», одна из мод должна получить
порцию энергии, превышающую некоторый порог. В этих условиях необходимо
наличие определенного уровня шума – флуктуаций. Это достигается при
конечном значении шума 0f , или при уменьшении точности расчетов, что,
как отмечается в [7], эквивалентно.

При получении одной из мод получает нужной порции энергии, развивается
процесс формирования простейшей конвективной структуры - валов. Величина I
при этом достигает значений близких к единице ( 1I ).  Однако это состояние
не является устойчивым и наблюдается структурный переход: конвективные
валы испытывают модуляцию вдоль оси вращения жидкости, характерный
размер которой сокращается. В этом переходном состоянии система находится
достаточно большое время, причем при этом сохраняется значение 07.1I .
Спустя достаточно большое время, в десятки раз превосходящее обратный
инкремент начальной линейной неустойчивости, из вновь образованного
"бокового" спектра "выживает" лишь одна мода, амплитуда которой
сравнивается с амплитудой первоначальной лидирующей моды (рис.2).
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Рис.2. Поведение производной tI  /  интегральной квадратичной формы  j jaI 2

 со
временем.

В конечном итоге формируются устойчивая конвективная структура -
квадратные ячейки, при которой квадратичная форма системы достигает
значения 2.1I . Дальнейшие исследования процесса обнаружили следующую
динамику изменения интегральной квадратичной формы  j jaI 2  со временем.

Именно после первого всплеска производной формируется метастабильная
структура - система конвективных валов, причем, вплоть до второго всплеска
величина 1I не изменяется. Следующий всплеск tI  / сигнализирует о
появлении вторичной метастабильной структуры с новым значением 07.1I .
После второго всплеска производной квадратичной формы начинает
формироваться стабильная структура конвективных ячеек. Подобное поведение
системы убеждает в  существовании структурно-фазовых переходов в данной
системе.

4. Анализ дефектности структуры
Проанализируем степень упорядоченности структуры. Рассмотрим более

подробно формирование стабильной структуры конвективных ячеек. Обозначим
амплитуды мод, формирующих в каждой реализации пространственную
структуру квадратных конвективных  ячеек, как 1a  и 2a . На интервале между
вторым и третьим всплеском производной квадратичной формы (см. рис.2)
изучим динамику «спектральной дефектности» структуры
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j
j aaD 2

2,1

2 / , (5)

 основанной на отношении квадратов амплитуд мод спектра, не отвечающего
системе квадратных ячеек к полной сумме квадратов мод, а также  так
называемую «визуальную дефектность» NNd def / , где defN - число
дефектных пространственных ячеек (площадь структуры, занятая
нерегулярными ячейками) и N - число ячеек в идеальной регулярной структуре
(полная площадь структуры).
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Рис 3. Сравнительный анализ спектральной и визуальной дефектности. Число мод -50.

Разработана компьютерная методика обработки изображения, позволяющая
выделить дефектные ячейки. Критерии, по каким считать ячейку правильной и
метод, позволяющий подсчитать число этих ячеек, следующие. Полученная
картина (рис.3а) для поля переводится в режим 8 битного изображения (рис.3б).
При увеличении подобного изображения можно достаточно явно различить,
какая из структурных единиц является необходимой нам правильной ячейкой, а
какая – нет. Правильная ячейка имеет правильную геометрическую форму с
равномерно темным центром и соизмеримыми с центром по размеру четырьмя
возвышенностями более светлого равномерного окраса (рис.3в).

а – оригинальная картина поля б- обработанная  картина поля
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 в- вид ячеек в сформированной структуре
Рис 3. Выделение структурных ячеек в картине температурного поля  Ф

Несмотря на качественный характер описания величин, характеризующих
спектральную и визуальную дефектность структуры, можно отметить подобное
их поведение (см. рис.2) при приближении к завершению структурного
перехода. Диаграмму частоты точек определенной интенсивности Ф (глубины
трехмерного рельефа графического представления) определим как
характеристику распределения уровня.

  а - несовершенная структура б- регулярная структура
Рис 4. Характеристика распределения уровня температурного поля Ф

На рис.4 показан график, на котором показана зависимость количества всех
имеющихся в момент времени уровней и количество точек, имеющих этот
уровень.  Анализ  этого распределения (наличие локальных максимумов и
минимумов, их положение)  позволяет  получить представление  о характере
регулярности структуры, исследовать ее дефектность, выделить топологические
особенности.

5. Заключение
В работе для данной математической модели были предложены разные

способы оценки дефектности формируемой пространственной структуры.
Получено приближенное соответствие поведения различных метрик
дефектности. Рассмотрен способ анализа структуры, позволяющий делать
выводы о наличии или отсутствия регулярности структуры и позволяющий
учесть влияние шума на формирование дефектов структуры.



И. В. Гущин154

Проанализировано поведение  пространственных спектров дефектных
структур и найдено соответствие между относительным количеством дефектов
и спектральными характеристиками структуры.

Автор выражает благодарность В. М. Куклину за внимание к работе.
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