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Граничные интегральные уравнения задач дифракции 

поляризованных волн на экранированной многослойной 

системе импедансных лент 

В. Д. Душкин 
Академия ВВ МВС Украины, г. Харьков, Украина 

Получена система граничных  интегральных уравнений задач дифракции 

монохроматических Е-поляризованных и Н-поляризованных волн на 

экранированной многослойной системе лент. При получении интегральных 

уравнений был применён метод параметрических представлений интегральных 

преобразований. Полученную систему уравнений можно численно решить с 

помощью метода дискретных особенностей.  
Ключевые слова: краевые задачи, метод параметрических представлений интегральных 

преобразований, граничные интегральные уравнения. 

Отримано систему граничних інтегральних рівнянь задач дифракції 

монохроматичних Е-поляризовних та Н-поляризовних хвиль на  екранованій 

багатошаровій системі стрічок. При виведенні інтегральних рівнянь був 

застосований метод параметричних уявлень інтегральних перетворень. 

Отриману систему інтегральних рівнянь можна розв’язати чисельно за 

допомогою методу дискретних особливостей. 

Ключові слова: крайові задачі, метод параметричних уявлень інтегральних перетворень, 

граничні інтегральні рівняння.  

The system of boundary integral equations of polarized waves’ diffraction problems 

on a shielded multi-layered system of impedance strips had been obtained. The method 

of parametric representations of integral transforms was applied for reception of 

integral equations. The obtained system of equations can be solved numerically using 

the method of discrete singularities.  

Key words: boundary problems, the method of parametric representations of integral transforms, 

boundary integral equations.  

 

1. Актуальность проблемы. Истоки исследования. 

В последние десятилетия интерес исследователей, вызывают разнообразные 

электродинамические устройства, которые позволяют получить значительное 

увеличение значений электромагнитных полей в отдельных точках пространства 

[ ]41− . Такой эффект достигается в большинстве случаев за счет специального 

расположение различных элементов структур в пространстве и специально 

выбранного соотношение между геометрическими размерами элементов 

структур. Также необходимая структура поля достигается за счет специального 

выбора материалов, из которых изготавливаются элементы структуры и учета 

конечной проводимости материалов [ ]6,5 .  

Поэтому построение математических моделей процессов рассеяния 

электромагнитных волн на структурах, которые состоят из большого количества 

элементов и учитывают электродинамические свойства материалов, из которых 

изготовлены решетки, является актуальной задачей для исследователей. 

Одним из эффективных способов, который позволяет построить 

математические модели рассеяния электромагнитных волн на структурах 
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сложной геометрической формы является метод параметрических 

представлений интегральных преобразований [ ]97 − . Этот метод позволяет 

свести выходные краевые задачи для уравнений Максвелла к эквивалентным 

системам интегральных уравнений. Полученные системы интегральных 

уравнений решаются численно с помощью метода дискретных 

особенностей [ ]119 − . 

С помощью метода параметрических представлений интегральных 

преобразований разработано большое количество математических моделей 

различных электродинамических процессов и проведен численный эксперимент 

на их основе. В частности, в работе [ ]12  были получены граничные 

интегральные уравнения задачи дифракции на многослойной системе 

импедансных лент. Основываясь на идеях этой работы можно построить 

математическую модель рассеяния электромагнитных волн экранированной 

системой импедансных лент. 

Цель статьи - с помощью метода параметрических представлений 

интегральных преобразований получить систему граничных интегральных 

уравнений задач дифракции монохроматических Е-поляризованных и Н-

поляризованных волн на экранированной многослойной системе лент. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим следующую дифракционную структуру (см. рис. 1). В 

однородной изотропной среде с параметрами 1,1 == µε  располагается 

электродинамическая структура, состоящая из конечного числа бесконечно 

тонких импедансных лент и экрана. Эти ленты расположены в N плоскостях над 

экраном. Все элементы дифракционной структуры имеют одинаковую конечную 

проводимость. Введем декартову систему координат так, чтобы координатная 

плоскость XOY , была параллельна плоскостям лент, а ось ОХ - параллельна к 

ребрам лент. Введем следующие обозначения ( )pqpqpqL βα ,=  - проекций на ось 

OY  лент с индексом q , лежащих в плоскости pzz = . Экран расположен в 

плоскости 0zz = . 

 
Рис. 1 Сечение электродинамической структуры плоскостью YOZ . 

 

Пусть из бесконечности сверху на описанную дифракционную структуру 

наклонно падает Н-поляризованная плоская электромагнитная волна единичной 

амплитуды: 
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( )( ) 1,cossinexp),(),( −⋅=⋅−⋅== ckzyikzyHzyU x ωϕϕ .   (1) 

Зависимость поля от времени даётся множителем tie ω− .  

В задаче необходимо найти полное поле ),( zyu , которое возникло в 

результате дифракции волны на решетке. Полное поле ),( zyu является решением 

уравнения Гельмгольца: 

,02 =+∆ uku           (2) 

в области Ω , которая представляет часть пространства вне лент. Это 

решение удовлетворяет импедансным граничным условиям: 

( ) ,0, =⋅−
∂

∂
Ω∂∈zyuh

n

u
        (3) 

которые являются следствием граничных условий Щукина-Леонтовича, и  

условию конечности энергии в любой ограниченной области плоскости. Также 

разность полного и падающего поля удовлетворяет  условию излучения 

Зоммерфельда. Заметим, что в случае Е-поляризации задача для единственной 

отличной от нуля компоненты электрического поля ( )zyEx , ставится аналогично.  

Введем функцию ),(0 zyu , которая имеет вид: 

( )( ) ( )( )00 2cossinexpcossinexp),( zzyik
hik

hik
zyikzyu −⋅+⋅

−

+
+⋅−⋅= ϕϕϕϕ   (4) 

и обладает свойством: 

.0),(),( 000
0 =⋅−

∂

∂
zyuhzy

z

u
      (5) 

Определим области  

( ){ },,,0,zy, 1 Nqzzz qqq …=<<=Ω +    (6) 

где +∞=+1Nz . Полное поле ),( zyu в каждой из областей qΩ будем искать в 

виде: 

( ) ;,),,(),(),( 0 qq zyzyuzyuzyu Ω∈+=       (7) 

где  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
λλλγ

λ
λγ

λ d
yizz

C
zz

Czyu eee q
q

q
qq ⋅







 −
⋅+

−
⋅= ∫

∞

∞−

+−+ 1),( ,  (8) 

;,,0 Nq …=  

( ) Rk ∈−= λλλγ ,22 .       (9) 

Условия излучения Зоммерфельда будут выполнены, если   

( )( ) ( )( ) ( ) .,0,0Im,0Re RCN ∈=≤≥ − λλλγλγ     (10) 

Следствием граничных условий на экране (3), (6) является равенство:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

.,exp 01,00
h

h
MChMC

+
−

=⋅−⋅= −+

λγ
λγ

λλλγλλ      (11) 

Введем обозначения  

( ) [ ] ( ) [ ] ., 11
qq zzqqqzzqqq uu

z
yGuu

y
yF

=−=− −
∂
∂

=−
∂
∂

=     (12) 
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Из условий непрерывности поля и его производных повсюду вне лент 

следуют равенства:  

( ) ( ) ;,0 qqq LyyGyF ∉==       (13) 

( ) ( ) q

y

q
zz

qq LydFuu
q

∈=− ∫
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=− ,1 ηη .     (14) 

Функции ( )yFq и ( )yGq  имеют следующие интегральные представления:  
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    (16) 

где qsqs zzh −=, . 

С помощью обратного преобразования Фурье, из (15), (16) находим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
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Из (17), (18) следует, что   

( ) ( )
( )
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Добавив к системе уравнений (19) равенство ( ) RCN ∈=− λλ ,0 , получаем 

соотношения 
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в частности 
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Учитывая, что ( ) ( )( ) ( )λλγλ −+ ⋅−= 01,00 exp ChMC и решая систему уравнений (18) 

последовательно относительно ( )λ+
qC  получаем  
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Следствием формул (21)-(23) являются равенства: 
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где 

( )( ) ( )( ) ( ) .exp,exp1 ,,0,0 qsqqsqqs qssignhMBhMA δλγλγ +−+−⋅=−⋅+=  (26) 

Из (12), (14) и граничных условий (3) следуют соотношения:  
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где 
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Из параметрического свойства преобразования Гильберта [ ]9,8  интегрального 

представления (14) функции ( )yFq  и следует, что 
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Введём обозначения: 
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Из (24)-(32) следует, что функции ( )yFq  и ( )yGq  являются решениями 

системы уравнений: 
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где 

( ) LLdF qp

L

q

qp
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3. Выводы по результатам и направления дальнейших исследований. 

Полученная система граничных интегральных уравнений (33)-(35) отличается 

от систем интегральных уравнений задачи дифракции на многослойной системе 

лент выражением непрерывных слагаемых подынтегральных функций. 

Поэтому численное решение системы интегральных уравнений (33)-(35) 

можно выполнять с помощью метода дискретных особенностей [ ]119 −  с 

использованием квадратурных формул интерполяционного типа. 

В дальнейшем предполагается рассмотреть многослойную 

электродинамическую систему, состоящую из произвольного конечного числа 

экранов, между которыми находятся слои диэлектрического материала. 
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